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Written Characters. Many Ger- 
mans employ the ordinary Latin charac- 
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A. L'USAGE 


DES 


ÉLÉÈVES-ARCHITECTES ET INGÉNIEURS 


Professe à l'Ecole des Beaux-Arts 
PAR 


ni. CARLO BOURLET 
| Docteur ès sciences, 


Professeur à l'Ecole nationale des Beaux-Arts. 


eJ 


PARES 
ANC'® LIB"® G. CARRÉ ET C. NAUD 
“ CN AUD LE DATE R 


PET NE 3, RUE RACINE, 3 


1901 


LE d'El O Ms, dcr 5 OX EE QU 


PRÉFACE 


Pour répondre à un désir exprimé maintes fois 
par mes élèves de l’École Nationale des Beaux- 
Arts, je me suis décidé à publier le Cours que je 

| 4 professe à cette École depuis plusieurs années. 


LS 


Il comprend deux parties distinctes : l'une de 
d , . J , ° 
à Mathématiques pures, l'autre de Statique. 

© Le programme de la partie Mathématique se 

Xe LA V2 e 2 LL 
_ ÿ compose : des éléments de la Trigonométrie, de 


la Géométrie élémentaire des coniques et de no- 


$ rentiel et intégral. 

Il m'a semblé qu'il n'y avait aucun intérêt à 
faire paraître mes lecons de Trigonométrie et de 
: Géométrie des ORAUES: car jy emploie les 


méthodes classiques qu ’on trouve dans n'importe 


élèves de l’enseignement moderne et dans un 


{ 


traité quelconque de Géométrie. 
RÉ n existe, au contraire, à ma connaissance du 


À 
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moins, aucun ouvrage où soient réunis, sous la 
* forme très élémentaire que je me suis efforcé de 
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leur donner, les rudiments de Géométrie analy- 
tique, de caleul différentiel et intégral nécessaires 
aux jeunes architectes qui veulent lire et com- 


prendre les traités scientifiques relatifs à leur art. 


J'ose donc espérer que la publication de cette 


partie de mon cours pourra rendre quelques 
services non seulement à mes élèves, mais encore 


à tous ceux qui ont besoin d'apprendre l’'ABC de 


l'analyse mathématique. 

M. Meysson, élève à l'École des Beaux-Arts, 
s’est chargé de noter mes lecons orales et de les 
rédiger. Cela constitue le fond de ce volume, 
imprimé en gros caractères. 

J'ai cru bon d'y faire plusieurs additions dont 
quelques-unes, notamment . dans le calcul des 


dérivées et celui des intégrales indéfinies, sont 


assez importantes. Ces compléments, que je ne 
professe pas, sont imprimés en caractères plus 


petits et les numéros correspondants sont marqués 


d'un astérisque. 

Mon but, en les adjoignant à mon cours, a été 
de faire ainsi ua livre renfermant tous les faits 
mathématiques qu'il est utile de connaître pour 
pouvoir lire un ouvrage courant de Construction. 


Pour faire.le choix des matières Jai pris pour. 


principaux guides les deux traités suivants : 
Cours de Construction professé par E. Brune à 

l'École des Beaux-Arts, publié par A. Framaxr; 
Traité de stabilité des Constructions de M. J. 

Pizzer, professeur à l'École des Beaux-Arts. 


Plusieurs des exemples pratiques que je donne 
| 4 net ce volume sont empruntés à ces deux excel- 


lents ouvrages. 
Je tiens, en terminant, à adresser ici mes plus 


vifs remerciements à M. ne pour la cons- 
ps: cience avec laquelle il a rédigé mes lecons, et à 
_ mes Éditeurs, MM. Carré et Naud, pour les soins 
ie qu'ils ont Dors à l’exécution matérielle de ce 


M livre. 


‘Carlo BourLerT. 


Paris, mars 1901. 
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CHAPITRE PREMIER 


CALCUL DES DÉRIVÉES ET DIFFÉRENTIELLES 


$ 1. — NOTION D'UNE FONCTION D'UNE VARIABLE 


1. Definitions. — On appelle quantité variable ou 
- plus brièvement variable une quantité susceptible de 
prendre diverses valeurs. | 

Par opposition, on dit qu'une quantité est constante 
lorsque sa valeur est fixe. F4 

En général, on désigne une variable par l’une des 
dernières lettres de l’alphabet et une constante par 
l'une des premières. 


2. — On dit qu'une variable est fonction d'une autre 
variable lorsque la valeur de la première dépend de 
celle de la seconde; ou mieux, y est fonction de x si 
à toute valeur de x, appelée variable indépendante, 
correspondent une ou plusieurs valeurs bien déter- 
minées de y. 

ExempLes. — On rencontre couramment des exemples de fonc- 
tions : la longueur d’une barre de fer dépend de la température de 
la barre; si la température augmente, la barre s’allonge et si la 
température baisse, la barre se raccourcit. La longueur de la barre 
est donc une fonction de la température. 

La surface d’un rectangle, dont la base est égale à un mètre et 


dont la hauteur varie, dépend de la hauteur. Cette surface est une 
fonction de la hauteur, 
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La surface d’un cercle est fonction de son rayon. 


3. — Au point de vue mathématique, une fonction 
y de la variable x est définie dès qu’on se donne une 
relation entre x et y qui permet de calculer y quand 
on connaît x. 


ExemPze.— La relation 
VILA 3 (x) 


définit une fonction y de la variable x; car à chaque valeur de x 
l'égalité (1) fait correspondre une valeur pour 7. 
Pour Tr — Trou 


MAC E—) 
pour æ« —=— 1, 
Vs MCE 


et ainsi de suite. 


4. — Il peut alors se présenter deux cas : 
1° La relation est résolue par rapport à y; on dit 
que la fonction est donnée sous forme explicite. 


C'est le cas de l'exemple précédent. 


2° La relation n’est pas résolue par rapport à y; on 
dit que la fonction est donnée sous forme implicite. 


Exempze. — Considérons la relation 
VASE EEE (2) 
On en tire 
A VÉNeE TE) 
d’où 


l'a 0 
à tn NE 
On voit donc qu'à toute valeur de x correspondent deux valeurs 


de y qu'on nomme les deux branches de la fonction implicite 
définie par la relation (2). 


5. Notation. — Une fonction de la variable x se 


TI TURN 
> a , 
» - “ 


NOTIONS SUR LES LIMITES 3 


représente souvent par un symbole tel que f(x), ce 
qui se lit f de x. 

On appelle valeur numérique d’une fonction, la 
valeur qu’elle prend lorsque l’on donne à la variable 
une valeur particulière. 

Pour désigner la valeur numérique de la fonction 
f (x) pour une valeur particulière de la variable, on 
remplace, dans le symbole, x par cette valeur. Ainsi 
f (1) désigne la valeur numérique de f(x) pour x —1. 


ExempLes. —Considérons la fonction 
Mare TT: 
Bonn — r; on a 
Merde), 


3 est la valeur numérique de la fonction y pour æ = 1. 
Si on désigne cette fonction par f (x) au lieu de 7, on écrira : 


HAS; 


f(x) signifiant que, dans la fonction f (x), on a donné à la variable 
x la valeur 1. 
Soit encore la fonction 


A — I 
LI ——— 
Pour x = 0, on a 
ONE 
(59 == — 
DOUX = NT, On a 
1h At O 
= Es 0 
f(i) are æ 
pour æ =—2,0ona 
4—1 3 
— 2) = = — 
RS res ÉrnRr 
$ 2. — NOTIONS SUR LES LIMITES 


6. Définitions. — On dit qu'une quantité y qui dé- 
pend de la variable x, a pour limite b, lorsque x tend 
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vers &, Si on peut donner à x des valeurs assez voi- 
sines de la valeur & pour que les valeurs correspon- 
 dantes de y diffèrent d'aussi peu qu’on le voudra de la 
valeur à. 

En particulier, on dit que ya pour limite b lorsque 
x tend vers zéro si on peut donner à x des valeurs 
assez petites pour que y diffère de b d'aussi peu que 
l’on voudra. 


ExempLe. — Soit la fonction 
y=a+ 1. (1) 


Quand x tend vers 0, y tend vers 1. 
En effet, on a : 
Pa Et. 


Pour que y — 1 soit plus petit que ,ilsuffit que x soit plus 


petit que , en valeur absolue, car son carré x? sera plus petit 


100 


9 \ 
12): I 
que (5) ou — et on aura 
10 


I 


Vertes 
100 


: ’ à I 
On pourrait, de même, rendre ÿ — 1 plus petit que Re: 


. re bex 
10 000 


Donc y tend vers 1, quand x tend vers zéro, puisque y peut dif- 
férer d'aussi peu que l’on voudra de la valeur 1 pour des valeurs 
suffisamment petites de x. 


1. — On dit qu'une quantité croit indéfiniment, si 
elle peut, en valeur absolue, dépasser tout nombre 
positif si grand qu'il soit. 

Lorsqu'une quantité croit indéfiniment, elle peut 
le faire de deux façons : soit en étant positive et on 
dit alors qu'elle croit indéfiniment par valeurs posi- 
lives ; soit en étant négative et on dit, alors, qu’elle 
croit indéfiniment par valeurs négatives. 


Eh Ecaur- 
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Pour représenter un nombre très grand en valeur 
absolue, positif ou négatif, on emploie souvent les 
symboles abrégés + & ou —%. 


2 : I 
Exempze. — Soit la fraction y = ——. Lorsque x tend vers o elle 
Fr 


croît indéfiniment. Pour cela, il suffit de montrer que ÿ peut dé- 
passer en valeur absolue tout nombre positif si grand qu'il soit ; 
par exemple que y peut être plus grand que 1 000 000, 
Or, si on prend : 
I 
Valeur absolue de x < 
I 000 000 


on aura bien : 
Valeur absolue de y > 1 000 000, 


Si æ est positif, y sera positif; donc si ætend vers o par valeurs 
positives, y croît indéfiniment par valeurs positives. 

Si x est négatif, y sera négatif; par suite, si æ tend vers o par 
valeurs négatives, y croît indéfiniment par valeurs négatives. 


8. Propriétés élémentaires des limites, — Les li- 
mites jouissent de certaines propriétés que nous. ne 
ferons qu'énoncer (!). 


9. 1°° PROPRIÉTÉ. — Si plusieurs quantités ont sépa- 
rément des limites, leur somme a une limite qui est 
la somme de leurs limites. 


10. 2° PROPRIÉTÉ. — Si plusieurs quantités ont sépa- 
rément des limites, leur produit a une limite qui est 
le produit de leurs limites. 

 Exempce. — Soient y et =, deux fonctions de x. Si x tendant vers 
zéro, ÿ a pour limite b et 3 a pour limite c, d’après la première 
propriété, la somme + z a pour limite b + c et, d'après la se- 
conde propriété, le produit y3 a pour limite bc. 


41. 3° PROPRIÉTÉ. — Si dans un produit de facteurs 


(‘) Le lecteur désireux de connaître ces démonstrations pourra se reporter 
à notre Cours d’algèbre élémentaire. (Paris, A. Colin et Cie), p. 312. 
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un des facteurs croît indéfiniment et qu'aucun autre 
ne tend vers zéro, le produit croît indéfiniment. 

En particulier, toute puissance, à exposant entier 
et positif, d’une quantité qui croit indéfiniment, 
croît aussi sans limite. 


42. 4° PROPRIÉTÉ. — Si les deux termes d’une frac- 
tion ont séparément des limites et st la limite du dé- 
nominateur est différente de zéro, la fraction a une 
limite qui est le quotient des limites de ses deux 
termes. 


43. 5° ProPRIÉTÉ. — Si dans une fraction le numéra- 
teur a une limite différente de zéro et que le dénomi- 
nateur tend vers zéro, la fraction croit indéfiniment. 


re : I À REA 
ExemPpze. — Soit la fraction —— dont le numérateur est diffé- 
L 


rent de o. Si le dénominateur tend vers 0, la fraction croît sans 
limite comme nous l'avons vu au n° 7. 


44. REMARQUE. — Si les deux termes d’une fraction 
tendent vers zéro, on ne peut rien affirmer. La frac- 


e , ° LA = à O 
tion se présente sous la forme indéterminée a La 


fraction peut avoir une limite ou croître indéfiniment. 
Trouver la limite lorsqu'elle existe c’est trouver la 
vraie valeur de la fraction. 
ExEmPLes.— Soit 
X?— 1: 


MNT: FRET LE 


(2) 


x tendant vers 1, x—1 tend vers zéro; le carré de x, x?, tend 
vers 1 etx?— 1 tend vers zéro. Donc, x tendant vers 1, les deux 
termes de la fraction tendent vers zéro, il y a indétermination de la 


oO 
forme — , 
O0 
Mais l'égalité (1) peut s’écrire : 


D Green 


Eee | 


ado 2 0) 
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en divisant haut et bas par (x — 1) et lorsque x tend vers 1,æ +1 
tend vers 2. Donc la vraie valeur de la fraction pour x = 1 est 2. 
On a levé l’indétermination, 
Soit encore 


_ &—1 
nn 
Lorsque x tend vers 1,les deux termes de cette fractiontendent vers 
zéro, il y a indétermination de la forme — ; 
Mais la fraction peut s’écrire 
(æ—1)(x+i) _ x +7 


(x— 1) x —1 ? 


en divisant les deux termes par (x — 1). Quand x tend vers 1, le 
numérateur (x + 1) tend vers 2; le dénominateur tend vers zéro, 
la fraction croît indéfiniment (n° 13). 

L'indétermination a été levée. 


45. 6° PROPRIÉTÉ. — Lorsque dans une fraction le 
numérateur reste fini et que le dénominateur croit 
indéfiniment, la fraction tend vers zéro. 


® I La A 
ExempLe, — La fraction —- tend vers zéro quand x croît sans 
6 


limite, 
En effet, si on veut avoir 


il suffit que l’on ait 
x? >> 10000, 
c'est-à-dire 
Valeur absolue de x > 100. 
On peut donc prendre x assez grand, en valeur absolue, pour que 


x soit et reste plus petit que tout nombre donné positif, si petit 


qu'il soit. 


16. 7° PROPRIÉTÉ. — Si une quantité positive a une 
limite, là racine carrée de cette quantité admet 
aussi une limite qui est la racine carrée de sa limite. 
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17. Théorème. -- Tout polynôme, entier en x, crott 


indéfiniment en même tempsque x et, pour des valeurs 
suffisamment grandes de x, il est du signe de son terme 
de degré le plus élevé. 

Soit, par exemple, le polynôme 


y— ax + bx? + cx + d, 


a, b, c, d'étant des nombres fixes. 
Mettons ax en facteur, nous aurons, après simpli- 
lications, 


HI | —- 


b C d 
ax th ar ): 

Lorsque x croît indéfiniment, les trois derniers 
termes de la parenthèse tendent vers zéro, d’après 
la 6° propriété (n° 15). 

La quantité entre parenthèses a donc une linite 
qui est la somme des limites (première propriété 
n°9) et cette limite est r.,L | 

Le premier facteur ax’ croit indéfiniment puisque 
x croit indéfiniment. 

Donc y, produit de deux facteurs dont le premier 
croit indéfiniment et dont le second a pour limite 1 
(limite non nulle), croît indéfiniment (3° propriété 
DM | 

De plus, comme la quantité entre parenthèses a 
pour limite 1, on peut prendre x assez grand pour 
que cette quantité diffère de sa limite d'aussi peu 
qu'on le voudra, et, par suite, soit positive. Pour ces 
valeurs de x, y sera alors du signe de son terme de 
degré le plus élevé ax’. 

Ce raisonnement peut se faire sur un polyn nôme > de 
n ‘importe quel degré. 


1 


‘rene 
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ExempLes. — Soit le polynôme 
FY=2 — 5x +6. 


Si + croit indéfiniment, y croit indéfiniment ct lorsque x est suffi- 
samment grand, ÿ est du signe de x?. Or x? est positif car le 
carré d’un nombre positif ou négatif est positif. Donc y est positif. 

Soit encore le polynôme 


S'ee ho res DE 


Lorsque x croît indéfiniment, y croît indéfiniment et quand x est 
suffisamment grand, y est du signe de 2x*,. 

Si x est positif, x° est positif; donc, x croissant indéfiniment par 
valeurs positives, y croît indéfiniment par valeurs positives. 

Si æ est négatif, x? est négatif car les puissances impaires d'un 
nombre négatif sont négatives. Donc, x croissant indéfiniment par 
valeurs négatives, y croît indéfiniment par valeurs négatives. 


$ 3. — ACGCROISSEMENTS, DÉRIVÉES, DIFFÉRENTIELLES 


18. Définition de l'accroissement. — Lorsqu'une 
quantité variable passe d’une valeur à une autre, on 
dit qu'elle subit un accroissement qui est l’excès de 


Ja valeur finale sur la valeur initiale. 


Ainsi, si une quantité variable x passe de la valeur a 
à la valeur à on dit qu’elle a recu l'accroissement b—«. 

a est la valeur initiale et b la valeur finale. 

L'accroissement peut être positif ou négatif. Il est 
nul dans le cas particulier où la valeur finale est égale 
à la valeur initiale. : 

Il est bon de remarquer, de suite, que, d’après la 
définition même de l’accroissement, la valeur finale 
est égale à la somme de la valeur initiale et de l’ac- 
croissement. 

Ainsi, si À est l'accroissement, on a 


b— a = h, 
d’où 


D a+ hi 
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19. — Considérons une fonction y de la variable x. 
Supposons que pour x — a on ait y — À et pour 
L— 0, on aity —B, 

a et À sont les valeurs initiales de x et de Vs ea 
et B sont les valeurs finales de x et de y. 

La variable x ayant recu l'accroissement b — a, la 
fonction y aura subi l'accroissement B— A qu'on ap- 
pelle l'accroissement de la fonction correspondant à 
l'accroissement b — a de la variable. 


ExempLes. — Considérons la fonction 


y =? +5 (1). 
pour æ=1 ona ÿ —6 (valeur i .itiale) 
pouræ —3 ona y —14 (valeur finale). 


L’accroissement de la variable lorsqu'elle passe de la valeur 1 à 
la valeur 3 est 3 — 1 — 2 et l'accroissement correspondant de la 
fonction est 14 —6— 8. 

Considérons encore la même fonction : 


pouræ—=—2 ona y —9 (valeur initiale) 
pour x——1 ona ÿ —6 (valeur finale). 
L'accroissement de la variable lorsqu'elle passe de la valeur — 2 
à la valeur — 1 est — 1 — (— 2) — +1 et l'accroissement corres- 
pondant de la fonction est 6— 9 = —3. a 
20. Notation. — Pour désigner l'accroissement 


d’une quantité on la fait précéder du symbole A. 
Ainsi, Ax désigne l'accroissement de x, Ay l’accrois- 
sement de 7. 


Dans l'exemple précédent on a doncair at et AT 


La valeur initiale étant x et l'accroissement Ax, la 
valeur finale est x + Ar. 


21. Fonctions continues. — On dit qu'une fonction 
d'une variable x est continue pour x — a si l’accrois- 
sement de la fonction qui correspond à un accrois- 


er ba À DR 
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sement donné de la variable, à partir de la valeur 
initiale a, tend vers zéro en même temps que l’ac- 
croissement de la variable. 

Si on donne à x un accroissement Aa: il en résulte 
pour 7 un accroissement Ay ; la fonction est continue 
si Ay tend vers zéro en même temps que 4x. Ceci 
revient à dire qu’on peut prendre Ax assez petit pour 
que A7y soit aussi petit qu'on le voudra, en valeur 
absolue. 

En d’autres termes, lorsqu'une fonction est con- 
tinue on peut faire varier æ assez peu pour que la 
fonction ait varié d'aussi peu qu'on le voudra. 

Une fonction continue varie donc par degrés insen- 
sibles et ne peut pas sauter brusquement d’une valeur 
à une autre. 

Toutes les fonctions que nous aurons à étudier 
dans ce cours sont continues sauf pour les valeurs 
exceptionnelles pour lesquelles elles croissent sans 
limite. Nous l’admettrons sans démonstration. 


22. Définition de la dérivée. — Etant donnée une 
fonction y d'une variable x, donnons à cette variable 
un accroissement Ar et soit Ay l'accroissement cor- 
respondant de la fonction. Si le rapport 22 a une 
limite lorsque Ax tend vers zéro, cette limite est 
appelée la dérivée de la fonction, pour la valeur x de 
la variable. | 

D'une facon plus brève, la dérivée d’une fonction 
est la limite du rapport de l'accroissement de la fonc- 
lion à l'accroissement correspondant de la variable, 


lorsque l’accroissement de la variable tend vers séro. 
AY 


Il est bon de remarquer ici que, pour que Fe 


puisse avoir une limite, il faut que Ay tende vers zéro 


RU TO D Eee A Er V3 i ou: ne SD, CUP EC Are rs 
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en même temps que Ax car s’il n’en était pas ainsi 
Ay AUS SSS SAT DER ; , EN . 
—- croitrait indéfiniment: ceci revient à dire quil 
AX | 
faut que la fonction soit continue (n° 21) pour que la 
dérivée existe. 


23. Exemple I. — La dérivée d'une constante est 

égale à zéro. 

En effet, si une fonction y de x est constante, 
c'est-à-dire conserve toujours la même valeur, l’ac- 
croissement Ay de la fonction, qui correspond à un 
accroissement quelconque Ax de la variable, est tou- 
jours nul, car les valeurs initiale et finale de Ia fonc- 
tion sont les mêmes. On a donc, toujours, 

Ay 
AT 


A7 
lim a — 0, 


24. Exemple II. — La dérivée de x est égale à x. 
Car, si on prend | 


et par suite 


Vs 
on à 

A7 - 
donc 

AS 

AX 


et, par suite, 


25. Exemple III. — La dérivée de x° est 2x. 
On a 


SN en “gg À: à 


[us % 


L 
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donnons à x un accroissement Ax, y prendra un ac- 
croissement A7 et sa valeur finale est : 


y + Ay —(x + Ar). (2) 
Retranchant les égalités (1) et (2)on a 


Ay —(x + Ax) — x 
— 2? + 2xAx + (Ar) — x°—2xAx + (Ar). 


Divisant les deux membres par Ax, il vient : 


A 
AN Crete AZ 
NT 


et, quand Ax tend vers zéro, on a 


lim (2) — 2%, 


4 


26. Notation. — Pour désigner la dérivée d’une 
fonction de la variable x on fait précéder cette fonc- 
tion du symbole D,. Ainsi, D,7y, D,f (x) désignent les 
dérivées, de” yuet de f(x): 

Lorsque cela ne peut donner lieu à aucune ambi- 
guité, on emploie, de préférence, la notation plus 
simple qui consiste à affecter la fonction d’un accent. 

Ainsi, y’, f(x) désignent encore les dérivées de 
med (r). 

DOLE NE CAONLAUEAMT. — 0; 
De LM AUTANT} 
SAAIE= LAON ANT :- pee, 


27. Théorème. — La dérivée du produit d’une fonc- 
lion par une constante est égale au produit de la déri- 
vée de la fonction par la constante. 


se os MAT in Cr Pr ne de Me) RAT DORE pen" 7 net LT CE à AN RAS Go CO A NE AT 
de: 2 rs x : : ou € 2 A eh ts OV DEN UMR CARREN S à DEN PAT CE Es { à _ | ; 


LR REP ETS “ 
> A" Las F Sale 


\ 
. 
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Soient, en effet, y une fonction de x admettant une 
dérivée y' et a une constante. 
Considérons le produit : 


Donnons à x la valeur x + Ax, y prendra la va- 
leur y+Ay, a ne varie pas et z prend la valeur 
a(y +Ay). L'accroissement de z est donc : 


Az — a (y + Ay) — ay —aAY. 


on en tire : 


et, par suite, 


lim ( Æ JE a lim (ET) ay. 


AV AZ 


z admet donc une dérivée 


ENT 


28. Dérivees d’ordre supérieur au premier, — 
Lorsqu'une fonction de x admet une dérivée, pour 
toute valeur de x, cette dérivée estaussi une fonction 
de x qui peut elle-même admettre une dérivée. Cette 
dérivée de la dérivée est ce qu'on appelle la dérivée 
seconde de la fonction. De même, la dérivée seconde 
peut admettre une dérivée qu'on appelle la dérivée 
troisième, etc... 

On nomme, alors, la dérivée, proprement dite, 
dérivée première, pour la distinguer des autres. 

ExemPze.— La dérivée première de x? est 2x, sa dérivée seconde 
est2 xX 1 — 2, en appliquant le théorème du n° 27. 

La dérivée première de x est 1, La dérivée seconde est égale à 
zéro. Il en est de même de toutes les dérivées suivantes. . 
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29. Notation, — On désigne la dérivée seconde en 
faisant précéder la fonction du signe D, ou, plus 
simplement, en affectant la fonction de deux accents. 

Ainsi, y”, f'(x) sont les dérivées secondes de y et 
fix). 

Pour les dérivées troisième, quatrième, n°", on 
HiA0G 4,07 accents. 


30. Définition de la différentielle, — On appelle 
différentielle d’une fonction le produit de la dérivée 
de cette fonction par l'accroissement de la variable. 

Soit y une fonction de x ayant pour dérivée y, la 
différentielle est par définition y'Ax, Ax étant un 
accroissement arbitraire de la variable indépendante, 
accroissement qu'on considère, en général, comme 
étant très petit de telle sorte que la différentielle 
soit aussi une quantité très petite. 


31. Notation. — On désigne la différentielle de y 
en faisant précéder y de la lettre d ; ainsi, 


AURA 


Appliquons ceci à la fonction y—x. On a, par défi 
nition, 


dx — I.AT. 


puisque la dérivée de «x est 1. 
On a, par suite, 


La différentielle d’une variable indépendante est 
égale à Son accroissement. 
On peut donc écrire 


dy dx 


| } 


BUTS VE TC Re + nee APR le AR DRIN 
par Ash de Re 


+ 
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d'où ontire 

Fan 

{ dx 


La dérivée est le quotient de la différentielle de la 
fonction par la différentielle de la variable. 


di 
D'où, la nouvelle notation 7 pour représenter 
ŒXx A 
f} 
» = La è f f ». 
la dérivée. Le TN 


| ExemPpze.— La dérivée de x? est 2x; la différentielle,sera donc 
Î dx? — °x dx. ù 


32. Différentielles d’ordre supérieur au premier. 
— La différentielle seconde est la différentielle de la 
différentielle première où l’on considère la différen- 
tielle de la variable indépendante comme une cons- 
tante. 

La différentielle première étant donnée par l'égalité 


ÿ LU y AT: 


pour avoir la différentielle seconde il faut prendre la 
dérivée par rapport à x de y'dx. 

Or dx, qui est l'accroissement de x, étant une 
constante, la dérivée de y'dx est, d'après le théo- 
rème du n° 21; vid: 

La différentielle seconde est donc : 

d(dy)=7y".dx.dx. (1) 


Au lieu d'écrire deux fois le signe dde la différen- 
tiation, on convient de ne l'écrire qu'une fois avec 
l'indice 2 et alors l'égalité (1) s'écrit, 


d'y = y" (dx), (2) 
d’où on tire : 
SAR d'y 
dx? 
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La dérivée seconde est donc le quotient de la diffé- 
rentielle seconde par le carré de la différentielle de 
la variable indépendante. 

Prenons, par exemple la différentielle seconde de 
la variable indépendante x. La dérivée seconde de x 
est nulle, donc la différentielle seconde lPest aussi : 


L 


dx 40: 


33. — La différentielle /roistème est la différentielle 
de la différentielle seconde. 
On a donc : | 


Dyson R= Liu (dx) 
EE ARE MER le RAT Ur 6 
Cnienstire: 
fr d'y 


1 a 


dx 


La dérivée troisième est le quotient de la différen- 
tielle troisième par le cube de la différentielle de la 
variable. 


34. — On définirait, de même, les différentielles 
quatrième, cinquième, etc. 2"”",eton prouverait que : 
La différentielle n“"° est le produit de la dérivée 
n°" par la puissance n°" de la différentielle de la 
variable : 
UN ic: 


et qu inversement : 


CARTER d'a AA 
La dérivée n°”° est le quotient Te la différen- 


da” 
tielle n°"° par la puissance n°" de la différentielle de 
la variable indépendante. 
Toutes les différentielles de la variable indépen- 


BourLerT. Cours de math. 2 
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dante x, d'ordre supérieur au premier, sont nulles. 


8, EN Use 
RS RE UT = 0, elC: 
ExempLe. — Soit la fonction y = x?. La dérivée première est 
y = 2x; la dérivée seconde y”— 2 ; la dérivée troisième y”! —0. 


La différentielle première est donc 


CA EUT: 
‘ la différentielle seconde 
RENTE IS 
la différentielle troisième 
dy =0. 
$ 4. — THÉORÈMES GÉNÉRAUX SUR LES DÉRIVÉES ET 


LES DIFFÉRENTIELLES 


35. Théorème I. — La dérivée d'une constante est 
égale à zéro. (Voir la démonstration au n° 23.) 


36. Corollaire. — La différentielle d'une cons- 
tante est nulle. | 


37. Théorème II. — Lorsque plusieurs fonctions 
d'une même variable admettent, chacune, une dérivée, 
Leur somme admet, également, une dérivée qui est la 
somme des dérivées de ces fonctions. 

Soient, en effet, w, , w trois fonctions de la varia- 
ble x admettant des dérivées. Nous allons montrer 
que leur somme 


YEAR AT ME 


admet une dérivée qui est la somme w#'+0'" + de 
leurs dérivées. 

En effet, donnons à x un accroissement A x et soient 
Au, Av, Aw les accroissements correspondants des 
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trois fonctions w, /, w. Ceci veut dire que, pour la 
valeur x + Ax dela variable, ces trois fonctions pren- : 
nent, respectivement, les valeurs u+Au, v+Av, 
w + A et par suite leur somme prend la valeur 


DE NTI EVE EN ee pe Lee AUS 


L’accroissement de y correspondant à l’accroisse- 
ment Ax de la variable, est donc 


Ay=u+Aut+ 0 + Àv + w +Aw—{(u+ v+w) 
ou, en simplifiant, 
AY, — AU + Av + Aw: 
On a donc, en divisant les deux membres par A x, 


av Ce Au Ae Aw 


NL AT AW AX 


Au 
Or, par hypothèse, lorsque Ax tend vers zéro, 
AP : Aw : 
tend vers w/, —— tend vers et —— tend vers ', on 
AX Ax 
0 Ay imi 
en conclut (n° 9) que leur somme —- a une limite 
Ax 
qui est la somme des limites. y admet donc une déri- 
CIE 


y =u +v +. 


38. Corollaire.— La différentielle d’une somme de 
plusieurs fonctions est égale à la somme des différen- 
telles de ces fonctions. 

Soil 

Y=U+V+H+W, 
on à 


y=u+v+; 


| 
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en multipliant les deux membres par dx on a 
y'dx = u'dx + v'dx + w'dx 
ce qui peut s écrire 


dy = du + dv.+ dw. 


_ 89. Théorème III. — Lorsque plusieurs fonctions 
admettent, chacune, une dérivée, le produit de ces 
fonctions admet une dérivée qui est la somme des pro- 
duits obtenus en remplacant, dans le produit consi- 
déré, successivement, chacune des fonctions par sa 
dérivée. 

1° Cas de deux facteurs. — Soient, d’abord, « et ©. 
deux fonctions de x admettant des dérivées uw’ et +’. 
Nous allons montrer que le produit 


YIEUC 
admet une dérivée qui est 
ER ! ! 
Y = UV + vu. 


Donnons, en effet, à x un accroissement Ax, il en 
résultera pour w et v des accroissements Au et Av. 
Ceci veut dire que, pour la valeur + + 4x, les fonc- 
tions w et 0 prennent les valeurs u + Au et v+Av; 
par suite, le produit prend la valeur 


; (u + Au) (v + Av). 


L’accroissement du produit y, correspondant à l’ac- 
croissement Ar de x, est donc : 


Ay — (u + Au) (po + Av) — uv 
ou, en effectuant et simplifiant, 


Ay —= uAv + vAu + Au.Av. 


+ FA |, Ma ni LÉ ARNO NL TR PET POP ENT NEC TRE LN  R P: ( 
OT TR OR PU PIONEER NE EE e D ONU Mars D | ANUS 
TR Sete ME A bi ne ARE + \ 

{ 2,1 # x" "… K 
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Divisons par Ax, et il vient 


Er 
Lorsque Ax tend vers zéro, — tend par hypothèse 
AX 
Au ; Av D 
— tend vers w'. Par suite, u— a pour limite 


14 
vers ÿ et 
AVA AX 


: Au Pur ; RES 
uv et A aypour limite ou’. Le troisième terme du 
X 


Au 
ie 
deux facteurs: le premier qui a une limite finie w’, le 
second qui tend vers zéro. Car #, admettant une déri- 
vée, est une fonction continue {n° 22) et, par suite, 
son accroissement Av tend vers zéro en même temps 
que Ax (n° 21). Le troisième terme a donc pour limite 
ZÉTO. 


A7/ ! 
_ étant la somme de trois termes, ayant chacun 
/ NÉ 


second membre de légalité (1) Av, se compose de 


une limite, a une limite (n° 9) qui est la somme des 
limites de ses termes. Donc, y admet une dérivée 
qui est 


y'—= ut" + vu’. 


2° Cas de plusieurs facteurs. — Le théorème, étant 
vrai pour le cas de deux facteurs, s'étend facilement, 
de proche en proche, au cas de plusieurs facteurs. 

Soient u, v, w trois fonctions de x, admettant des 
dérivées, w', v', w'. On peut écrire le produit 


Y—=UVW:— (uv) #, 


en le considérant comme un produit de deux facteurs 
uv et w qui admettent chacun une dérivée. y.admet 
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donc une dérivée fournie par la règle précédente (cas 
de deux facteurs) 


y = (uv) #'+ (ue) w (TRE 


mais on sait que la dérivée de (uv) est uv’ + ou’ et, en 
portant cette valeur dans légalité (1), on a 


y = uen" + (uv + ou!) w 
uow! + uv'4 + pu'w. 


| 


Le théorème, étant vrai pour trois facteurs, s’éten- 
dra au cas de quatre facteurs, en considérant le pro- 
duit 4vws de quatre facteurs comme le produit des 
deux facteurs uvw et s et en appliquant la règle éta- 
blie pour deux facteurs ; et, ainsi de suite, de proche 
en proche. 


40. Corollaire I.— La différentielle d'un produit de 
plusieurs facteurs est égale à la somme des produits 
oblenus en remplacant successivement chaque facteur 
par sa différentielle. 

En effet soit 

Y=UVY, 
on à 
y'—= vœu + uwv'+ uovw’. 


Multipliant les deux membres par dx, on a 
y'dx = vwu'dx + uwv'dx + uvw'dx, 
ou dy = vwdu + uwdr + uvdw. 
41. Corollaire II, — La dérivée ou la différentielle 
d'une puissance entière et positive d’une fonction s’ob- 


lient en multipliant cette puissance par son exposant, 
en diminuantyensuite son exposant d'une unité et en 


US AE ge BAUME ET EX PEN RE RE Er L'ANNONCE IE 
‘ L 216,3 LA ITS * : , 46 à Fi , dés me] 
jure J ù l'a A hs t : * FALSE kS Cu 18 a | a à 0% 
> : C 27 


THÉORÈMES GÉNÉRAUX SUR LES DÉRIVÉES 


23 


multipliant le tout par la dérivée ou la différentielle 


de la fonction. 
En d’autres termes sion a 


y — Ti 


on a 
/ m —1,,/ 
V = #/{ AK} LU 
GE 


JU NA 


Prenons d’abord un cas simple. Soit : 


ee LE 


cecl peut s’écrire 
Y — LULU. 


Mais la dérivée de ce produit de trois facteurs est 


D 91 

( ) ! ! : V4 / 

Y =UUU+UUU+UUU 
NL IDE EL 


— Ju. 
Passons au cas de m facteurs. On a : 


Y—=U"— UUU...U, 


où il y a 72 facteurs dans le dernier membre; on en 


conclut : 


y'=uuu... U +uuu..u +... 


le second membre étant une somme de 77 produits. 


Un quelconque des termes de cette somme se com- 
pose d’un produit de {n—1) facteurs égaux à w et d'un 


facteur égal à u’. On peut donc écrire 


PR TE de EU SE 


IN LU. 


puisqu'il y a 77 termes égaux à u"—'u 


/ 
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42. Théorème IV.— Lorsque deux fonctions admet- 
tent, chacune, une dérivée, leur quotient admet une 
dérivée, qui est une fraction ayant pour numérateur 
l'excès du produit de la dérivée du numérateur par le 
dénominateur sur le produit de la dérivée du dénomi- 
nateur par le numérateur, et pour dénominateur le 
carré du dénominateur du quotient proposé. 
_ En d’autres termes, soient w et v deux fonctions 
admettant des dérivées u! et v', le quotient 


u 
Y HET U , 
admet une dérivée qui est: ‘ 
; uv — pu 
Y = —————. 
y | a 


Donnons à æ un accroissement Ax; w prendra un 
accroissement Au et v un accroissement Av. Pour la 
valeur x + Ax de la variable, le quotient 


aura la valeur 


u—+- AU 
0 + Ap À 


L'accroissement du quotient, qui correspond à 
l'accroissement Ax de x est donc 


u + Au u Au-0— Av.u 


US ep do IT SO ER 


Divisons par Ax et nous aurons 


et le dénominateur de la fraction 
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Lorsque Ax tend vers zéro, Av tend aussi vers zéro, 
car v admettant une dérivée est nécessairement une 


fonction continue (n° 22), v + Av a donc pour limite v 


? REA 
1 a une limite p°. 


/ 3 
/ 


Mr cAu QE Av ne 
Par hypothèse — a pour limite w’ et x; a pour limite 
| TL 


NT 


9’, le numérateur a donc pour limite (n° 9) w'o — v'u. 


} A? : ne : 
Le quotient PA a, par suite (n° 12), une limite qui est 
3 : /| Note 
UV =æN WU 
,  Vu— uv 
e 


pourvu que 9 ne soit pas nul. 


43. Corollaire I. — La différentielle d'un quotient 
est une fraction ayant pour numérateur l'excès du pro- 
duit de la différentielle du numérateur par le dénomi- 
nateur sur le produit de la différentielle du dénomina- 
teur par le numérateur, et pour dénominateur le carré 
du dénominateur du quotient proposé. 


Soit 
U 
Eu ER (1) 
on a 
U odu — udv 
a()= ROMUGR. 
o L? | 


En effet, y a pour dérivée : 


OH 0! (t) 


multipliant par dx on a 


Ou dE — uv'Ax 


YAX = ——— 4 
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ou 
edu — udv 
dy ne PR CE 
44. Corollaire II. — Toute puissance entière et 


négative d'une fonction qui admet une dérivée ou une 
différentielle, admet aussi une dérivée ou une diffé- 
rentielle donnée par la même règle que pour la puis- 
sance positive (n° 44). 

En d’autres termes si 


Y — LT 
etsim<o,ona: 
J'EN m —"1,,/ ù 
TRES LIRE TE (1) 
et 
dy =mu"7'du. (2) 
Posons m — — m/', m' étant positif 
on a | 
1 A pe I 
y : asp u"" 


En appliquant la règle de dérivation d’un quotient 


(n° 42) et remarquant que le numérateur est constant, 
On à : 


, — mu" tu 


J'en RE 


! —m/—1 ,,/ 


—— Ju u 
et, en remplaçant — 7» par mn, 
1 NT MU 


ce qui démontre la relation (r). 
Pour avoir la relation (2) il suffit de multiplier les 
deux membres de l'égalité (1) par dx. 
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45. Théoreme V.— Lorsqu'une fonction admet une 

dérivée, sa racine carrée admet également une dérivée 

qui est une fraction ayant pour numérateur la dérivée 

de la fonction engagée sous le radical et pour déno- 
minateur Le double du radical. 

Soit w une fonction de x admettant une dérivée 


et soit 
y=Vu, 


nous allons prouver que : 


En effet, soit Au l'accroissement de w correspondant 
à un accroissement Ax de la variable ; y subira un 
accroissement Ay qui est la différence de ses valeurs 
pour x et.x + Ax. Donc 


My \V/u —+ Au — Vue 


Si nous multiplions et divisons le deuxième mem- 
bre de cette égalité par l'expression conjuguée 


Vu + Au + Vu 


RTE) Vu + Au + V/u| 


nous avons 


A7 —= a — = 
ÿ /u + Au —. Vu 
ou 
u +Au-—-u 
AY ES pe, 
Fe Vu +Au+\/u 
Au 
A? 7 0 
9 Vu —- Au + Vu 
Divisons les deux membres par Aw, il vient 
Au 
Ay A 


ax TD'UuLau Eve 


+ EE 
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Lorsque Ax tend vers zéro, Au tend également vers 
zéro (car u, admettant une dérivée, est une fonction 
continue), Vu + Au a pour limite (n° 16) Vu et le 


dénominateur a une limite > Vu: D'ailleurs, par 


: AU AUS A2 M 
hypothèse A; tune limite w', donc _ a une SutCe 
qui est | 

u 
Verre (} 
> \/u 


De 


46. Corollaire. — Différentielle de la racine carrée 
d'une fonction. 
La relation (1) qui précède donne 


[ 
u'dx 
YAX = —— ;, 
2 \ LES 
d'où | 
on que du 


ir 


47°. Généralisation (!). — Dérivée et différentielle d'un 
radical quelconque. | 

Soit « une fonction de la variable x admettant une déri- 
vée u/ et soit y sa racine mime : | 


€ s LT Ge 
Va vote 
On a 
! 
PAS (1 
ni on un — À 
ot 


(") La fin de ce paragraphe imprimée, en caractères plus fins, n’est pas 
professée à l'Ecole des Beaux-Arts. 


2 
e 


Li 


LAS 


à : 
ET Tr 


Le ri 


M Die dé pt te ins dd du ms ufr jh 24 00 énat id de cénse) mo 


CN éme À 


2 Le dde dpnd sc" à gone tan Si dé dé | 
ATP ee ñ à 


K=Tx+-2x+| IX | 
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Il suffit de prouver le théorème pour la dérivée. 
Donnons à x, un accroissant Ax et soit Au l'accroissement 
correspondant de w. On aura : 


MR Ua Vu 


Pour transformer cette égalité, nous nous servirons de 
l'identité bien connue : 


ZM EM — (es c) (zm 1 + cz AE c2zm — ca er = en — 1) fe est 


qui s écrit : 
Em em 


zm— it Cet CSS ES + cm —1 É 


SE CR 


Dans cette identité remplaçons 3 par Vu + Au et c par 
V/x et il vient : 
Au 


Divisons les deux membres par Ax et nous aurons : 


Au 
AX 


HER m—1i 


SE M aa aq dupe Var Qu au +. + 


Lorsque Ax tend vers zéro, le numérateur tend vers w!, cha- 


cun des termes du dénominateur à pour limite He ét, 


è - : RARE (D RUE 2 
comme il y en a »m, le dénominateur a pour limite PAR 
AY 


Ta PA ENS FER STE ES PAU fe 2 EN 


— ENT C x ENÉRN IE 
+NIS—-2K+| 
LV U Tr 
ere 


PP 
“ 
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Lorsque Ax tend vers zéro, Au tend également vers ; 
zéro (car u, admettant une dérivée, est une fonction | 
continue), V/u + Au a pour limite (n° 16) Vu et le À 
dénominateur a une limite »/u. D'ailleurs, par 1 

Au AE | A? ee 52 1000 
hypothèse — a une limite w/, donc _Ÿ à une limite #04 
AT AX LT CEE 
qui est # 
! réÈr 
“ | 4 
Dh Va . (1) “à 
: 2 V/u : ) 
46. Corollaire. — Différentielle de la racine carrée à 
d’une fonction. 0 
La relation (1) qui précède donne "4 
! 
u'dx L 
y'dx == 0 
2 V/u 
d'où 
ue du 1 
2 V4 NC 
, 


47*. Généralisation (!). — Dérivée et différentielle d'un | 
radical quelconque. se & 
Soit « une fonction de la variable + admettant une déri- 
vée u/ et soit y sa racine mie : | | 


pére 2 F1 1 2 OU LA 
FEU : 
on’ a - 
u' ; 
TE #4 
mt m ut — 1 :4 
et | + = 
du : 
dy JPA Dans L 
mn (VAT 
x 
F 
£ 


(") La fin de ce paragraphe imprimée, en caractères plus fins, n’est pas 
professée à l’Ecole des Beaux-Arts. 


a Le CI ECM CE 


| “ 
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Il suffit de prouver le théorème pour la dérivée. , 
Donnons à æ, un accroissant Ax et soit Au l'accroissement u 

: « : fn 
correspondant de w. On aura : we 
MR MEL à 

AY = Vu + Au — Vu à 

"=. 

Pour transformer cette égalité, nous nous servirons de : 
l'identité bien connue : à 
| em TL 

M EM — [à ___ ent — 1 M —2 DEN LS EE = te on | 

3 cM— (z— 0c) (z + 63 + c?3 +... +c ) .Q ë 
qui s écrit : a 
ANR ET EE RO 


Zzm—A1 LE Cats cm — 8 |. ‘ae + cm — 1 ; 


Dans cette identité remplaçons 3 par Wu-Au et c par 
V/u et il vient : 
Au 


2 
: Vu + Au}n—i + Vu (u + Au? Nu (u + Aus +... HV —i 


Divisons les deux membres par Ax et nous aurons : 
Au 
INTER Ax 
A0. Vu Eau Lulu LAu}" 2 + Vu (u HAE SL... LYumt 


Lorsque Ax tend vers zéro, le numérateur tend vers w/, cha- 
cun des termes du dénominateur a pour limite Na et, 


Ë ; . . . VERTE PE 
comme il y en a 7, le dénominateur a pour limite LEE 


Ay DR À 
a done bien une limite qui est : 
Ax 


1 
fes U 


Pay: NES RE 
VD) ru — 1 


48*. Définition. — Etant donnée une fonction uw de la varia- * 
ble + et une fonction y de la variable w, y est dite fonction de | 
fonction de x. 


: D / re I ‘ . 
Ainsi, Vu, u*, — sont des fonctions de fonction, 
u 


_ at < d 
Sn. soudé Ron pt ne eee TT 
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49*. Théorème VI.— Si y, considérée comme fonction de la 
variable u, admet une dérivée par rapport à u, et si u, fonc- 
tion de x, admet une dérivée par rapport à x, y, fonction de 
fonction de x, admet une dérivée par rapport à x qui est le pro- 
duit des deux précédentes, 

_ Désignons par y, la dérivée de y par rapport à u et par 
u!, la dérivée de « par rapport à x. 

Donnons à x un accroissement Ax et soit Au l'accroissement 
correspondant de u. À cet accroissement Aw de w correspond 
pour y un accroissement Ay. 


Or on a évidemment : 


AY ES AY Au 


Ati Au * Ax 


6 Au dre 
Faisons tendre Ax vers zéro. DS AE limite u’, et Au 


, AY ue 
tendra vers zéro. Il s'ensuit que 7; aura pour limite y’. 


D ne ne limite , que nous désignerons par y! et 1 
on au mite , que nous désignerons par y} et qui 


, : ! LES 
est égale à y,.u, : 


50*. Corollaire. — La différentielle d'une fonction de fonc- 
tion a la méme forme que si la variable dont elle dépend immé- 
diatement était indépendante. 

On a, en effet, 


dy De dx 
or, a 
donc dy = y! u} dx ; 
et comme u, dx = du, 
on à, par suite : dy = ÿ!, du. 


La différentielle est donc égale à la dérivée de y par rapport 
à u multipliée par la différentielle de w. Cette différentielle à 
donc bien la même forme que si w était une variable indépen- 
dante. 


el He 


Pre) 


int 4702 
LE: dy = f'{u) du? +f (a) d?u. : 0 
On voit que la forme diffère de celle où & est la variable 


indépendante. Ceci tient à ce que la différentielle seconde de 
la variable indépendante est nulle (n° 32). 


Si ' U—X, 


On a : | | du = dx —0 


et la formule précédente devient : 


n- | | LAC R) dé 


$ 5. — DÉRIVÉES ET DIFFÉRENTIELLES DES FONCTIONS 
SIMPLES 


52: Dérivée de x”.— La énitée de x" est mx”, 
m élant un entier positif ou négali. 


On sait (n° 4 et 44) que 
| (ur mu" Tu". | (1) 


4 


Posons u — +. La dérivée de x est dre à 1 et l'éga- 
lité (1) devient 


Cr ne m xt — 


A antes 


À. 2 
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49*. Théorème VI. — Si y, considérée comme fonction de la 
variable u, admet une dérivée par rapport à u, et si u, fonc- 
tion de x, admet une dérivée par rapport à x, y, fonction de 
fonction de x, admet une dérivée par rapport à x qui est le pro- 
duit des deux précédentes, | 
_ Désignons par y,, la dérivée de y par rapport à u et par 
u’, la dérivée de « par rapport à x. 

Donnons à x un accroissement Ax et soit Au l'accroissement 
correspondant de w. À cet accroissement A de w correspond 
pour y un accroissement Ay. 

Or on a évidemment : 


At u ENT 


, Au UE 
Faisons tendre Ax vers zéro. aura pour limite uw’, et Au 


. , - AY M S 
tendra vers zéro. Il s'ensuit que 777 aura pour limite y”. 


D Per a une limite , que nous désignerons par y! et qui 
oncHr au ite , que nous désignerons par y, et qu 

, È ! re 
ÉsLÉpalé ai, 70 
28 EN 1 

Jr — Yu Urs 


50*. Corollaire. — La différentielle d'une fonction de fonc- 
tion a la méme forme que si la variable dont elle dépend immé- 


diatement était indépendante. 
On a, en effet, 


dy = 7}. dx, 
or, LR Le 
donc dy eY u} HD 
et comme HAT AU 
on a, par suite : dy =, du. 


La différentielle est donc égale à la dérivée de y par rapport 
à u multipliée par la différentielle de w. Cette différentielle a 
donc bien la même forme que si w était une variable indépen- 
dante. 


ne 
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5l*. Remarque, — Le corollaire précédent ne s'étend pas 
aux différentielles d'ordre supérieur au premier. 
Soit 
FU}; 
u étant fonction de x, on a : 


dy f}(u) du. 


Prenons la différentielle des deux membres. Le second 
membre est un produit de deux facteurs, f(u) et du. Le pre- 
mier /'(u) est une fonction de fonction, sa différentielle est 
donc f"(u) du. La différentielle du second est du. On a 
donc : 


d'y = f'{u) du? +f'(u) d?u. 


On voit que la forme diffère de celle où x est la variable 
indépendante. Ceci tient à ce que la différentielle seconde de 
la variable indépendante est nulle (n° 32). 

S1 U —X, 
ON à : AREA 0 
et la formule précédente devient : 


dy = f(x) dx?. 


$ 5. — DÉRIVÉES ET DIFFÉRENTIELLES DES FONCTIONS 
SIMPLES 


52. Dérivée de x”.— La dérivée de x" est mx" 7", 
m élant un entier positif ou négatif. 


On sait (n° Æ et 44) que 
AR) CEE) ASS AN (1) 


Posons u — x. La dérivée de x est égale à 1 et l'éga- 
lité (1) devient 


GC) + mx" —1 k 


HE SE LÉGOURS DE MATHÉMATIQUES ONE 


Différentielle de x”. — On sait aussi QUE MAPS 
DAT OUR CAT | SAUT”: 
En posant u—x,ona. SEE ne 
a - x à 


di" = max" dx. A EC 


ExEempPLes. — Soit Ha PRE Ste # 


on a : AT Th: 


De même, soit re 
on à : NÉTIOTE 


Soit encore RES ; Nota “4 


x 
N ( 
on 2 k pi ( NE ee à 


1 NX > # 
» que Eee NT Eure 2 ae LA MT EU 
on a : Pireicre et CO SO SV 3 ? ; 
«. 
4 L 
2 < 
dy =— —> dx. VEN S | 
J x D 4 


Enfin, soit Ÿ=—, 


pre) | | ee 
on a : | = (+) ES Er M AC mn 


dy SG ; D 


à 

nr #1 

53. Dérivée de Ax”.— En appliquant le théorème 
du n° 21, la dérivée de y — Ax”" est | 


YRES NPA | | > Ares ss 
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quel que soit m», entier positif ou négatif. 


Exempzes. — Soit y — 4x7 on aura : 


dy fe 
q @| ) 7 ti, 
Sn * d° 
dè 
22 ne UN COUS 


Soit encore 


Dr 2 
He 
et L dy ; 2 
es AN FE Con > —=Y = — Fo 
Ji L» à) dx x? 
2 
dy = y! — 4 
dx? a ? 
3 
THE POP 2,024 A 
APS RER x* ” 


04. Dérivée d’un polynôme entier, — Tout poly- 
nome entier en æ est une somme de termes de la 
forme Ax?. Or la dérivée de Ax? est pAzx’ ‘(n° 53). 
La dérivée du terme constant est nulle. La dérivée du 
polynôme est la somme des dérivées de chacun de 
ses termes {n° 37). On en conclut donc la règle sui- 
vante : 

La dérivée d'un polynôme entier en x s'obtient en 
multipliant chaque terme par l'exposant de x dans ce 
terme et diminuant, ensuite, l'exposant de x d'une 
unité. 

Cette règle peut encore s'appliquer au terme cons- 
tant, qui peut être considéré comme contenant x à 
l’exposant zéro. | | 


ExemPLes. — Soit : 
Y—= xt — 5x? + 6x +1, 


BourLerT. Cours de math. 3 


On a RUE 
1 04 dy 


at = 4x8 10x +6, 
: A \ dx Â 


(#} 


Soit encore, L 
Y= 328 — 22 Lib — 7x8: 
On a 
Lh — 18 25 — 10 x* + 45 x? — 7. 
dx 
55. Produit de deux polynômes. — Sachant calculer 
la dérivée d’un polynôme, nous obtiendrons la déri- 
vée d’un produit de polynômes (n° 39) en appliquant 
la formule 
(uv) —= uv! + vu. 


ExEMPLES : 
F— Ce à . 1) (x —3), 
on a 
dy a. * 
Fr = (ax? +x+1)1 L(2x +1) (x —3), 
dy 2 Le 
FE. 3 A? — AxX — 2 
56. Derivee d’une fraction rationnelle, — Une 


fraction rationnelle étant le quotient de deux poly- 
nôomes entiers, puisque nous savons calculer la déri- 
vée d’un polynôme, nous obtiendrons, de suite, la 
dérivée de la fraction en appliquant (n° 42) la formule 


u ) UN = TIR 
n Er ra v? « 


EXEMPLES : 
Soit 


Li 2. ds 


£ 


FA Ar 
1 Le-ts 
ARE E 


On a. au 


ME ta or — . dy. 64— 10æ— 11 


false Farid 
Fr ps ; 


PL D Let en Pr Ve 
he £ BU TUE Er) 


Jr 24 + 1 
D EatrÉ 


OS RE 1) — (2x + 12 4 
CEE) 


E. | | 2? — 5x + 6 


à = te: + 3x + 7 ? 

L on à | 
CR ar) (2x2 3x + 7)=2 (4x +3) (x? — 5x +6) 
de — CT PTE 

# __ 13x— 10 x — 53 


PRÉC FEES ER EE) 
Considérons enfin | 
Lite tet à en 


X + I 


_ 


x? 


É Dé do 
ns ONCE PE TEE Pl 77 


_ Cette expression peut s’écrire 
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_ (228) (26 à La) — (ox +1 


ROCTENUR 


et 


—2x?— 2x +7 


À H où ! L 1! 
AAA AMAR 


L—14 | 


Le | L | 
Mel 
" à \, i | M 
\ , £ û « ‘ : k , 
NU 1) (wi) K + |) d “| + #1) à 
2 ronnl _n l TL Le En" bmatre * 
VE | 2 à y L1 N 


}(x? — 5x +6) 


? 


2 


H 


À bi 

; | NX ! À px 

_N—)N4h) - à 
\ 


(VAVE SR 
xx) 
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et on a alors facilement la dérivée : 


7 y 


4x (xt — x?) — (4x — 2x) (2x? +) 
(xt — x°?)? ? 


Ax' (zx 222 — xt) 


Ve 


© 


CE 


tn tant, "és dé) à: 


LR + ml à Le 


57. Dérivée de x”'.(m quelconque) (!).— Dans tous les L 
cas, que m soit entier, fractionnaire, positif ou négatif, on a 4 
à C DAV TIC ROIS 1 

] 

Nous avons vu (n° 41, 44 et 52) que ceci est exact lorsque ; 

. NE é . < . : 

m est entier, positif ou négatif. Il reste donc à le prouver 


quand m est fractionnaire. 


ANS 


À uni 


À ; € D \ 
Supposons d’abord m1 fractionnaire positif, » See . Par défi- 
PP P ) 


Ü 

nition d'un exposant fractionnaire (?), on a : | 

k ù | | 

aM—x4 — x, x | è 
posons 
(Ra à 4 
d'où 
am Ya 


On à donc, en appliquant la règle du n° 47, 


dax" — or ï 
(LATRE 
DUR PRE AR 


et . 
rs RARE «amet di ÉRR 


{*) Toute la fin de ce chapitre ne fait pas partie du cours professé à 
l'Ecole des Beaux-Arts. Elle suppose que le lecteur a des connaissances . 
assez complètes en trigonométrie rectiligne. +164 


‘(5 Nous supposons ici que le lecteur sait ce qu’on entend par puis- 
sances à exposants fractionnaires et négatifs. 


ff aie ‘di à PES.“ 


bind" éd <<. € 
F _. 


on en conclut 27 v PA-E 


lp f b Sn, Ds 
LA Ce 
tb dr ab — 1 
DR ES PS pe CS ES r4 
q !axvg — p a es À À C 
V qx g sg 
et, enfin, | Ex Le 
p « 
) CRE VC LA æ 
dxm — E. Lori verse dx = Lx dx, vrO/eT À 
4 q | rennes ( 
6 P CS . Dar È () + 
omme TER =, CECI S éCTIE LEA 07 


dat mari dr, és | 


ce qui est bien la formule annoncée. 
Dans le cas où 72 est fractionnaire négatif, il suffit de recom- 
mencer la démonstration faite au n° 44. 


ExeMmPLes : 


Y'a 
2 2 1 
2. en —4 J'en — dx 
dx = Le? dx — x PE es Ne 
L 323 
So ee dei 5 DRE 
d x — dx? = — x 4 d&=— x* dx—=—yxdx; 
4 4 d 
4 7 
I — —- — — 4 dx 
AE IR dx = — — à 
x! 5 3V/x! 


98*. Dérivées des fonctions circulaires.— Un cercle 
trigonométrique est un cercle de rayon égal à 1, sur lequel 
un sens positif de parcours est défini. 

Etant donné, sur un cercle trigonométrique, un arc x, posi- 
üf ou négatif, on définit, en trigonométrie, le sinus, le cosinus 
et la tangente de cet arc. À toute valeur de x correspondent 
donc des valeurs bien déterminées du sinus, du cosinus de la 
tangente. Ces trois quantités sont donc des fonctions de x; ce 
sont ces fonctions qu'on appelle fonctions circulaires, et dont 
nous allons calculer les dérivées. 


59*. Lemme. — Le rapport d'un sinus à son arc tend vers 
1 lorsque l'arc tend vers zéro. 


: 
ue 
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On admet implicitement dans cet énoncé que l'unité d'arc 
est l'arc dont la longueur est égale à celle du rayon. 
Soit donc + un arc. Il s’agit de prouver que 
sin æ 


Hire 


x 1 


quand x tend vers zéro. 
Supposons d'abord l'arc x positif. Puisqu'il tend vers zéro 
! ui PEU 
nous pourrons le supposer plus petit que pa Soit, alors, AM 
cet arc (fig. 1). Abaissons de M 
la perpendiculaire MP sur le rayon 
OA et prolongeons le rayon OM 
jusqu'en son point de rencontre 
T'avec la tangente en À au cercle. 
Le rayon OA étant pris pour unité 
et l'arc x étant compris entre o et 


TH . ns FN RE 
toutes les lignes trigonométri- 


ques sont positives et on a : 


MPE= sn 1%, 
VAT —'tang r 


Or, si on compare les aires des deux triangles OMA et 
OTA à celle du secteur OMA, on a, manifestement : 


aire tr. OMA < aire sect, OMA < aire tr. OTA 


ou 


= MP < OA< + arc AM x OA << . AT x OA. 


eh . L ee 
Divisons les trois membres par —— OÀ, et il vient : 


MP < arc AM<AT, 
ou 
sin x € x € tang x, 
ou encore 
snxr<x< SX. 


ul 


cos æ 


Le à , 2 
PT PAF ISRE T x 1 


IUT A TRS L'J TR) 


| "1 
puisque, comme on sait, 
sin x 
tang x — 
: cos x 


Divisons les trois membres de la Se inégalité par 
sin x et il vient finalement, 


1< 


sin x 6 COS X ° 


Ceci posé, faisons tendre x vers zéro, par valeurs positives : 
we cosæ qui est égal à OP (fig. 1) tend vers 1, car M tend vers 


; 1 
À etpar suite OP tend vers OA — : ; APE tend aussi vers 


L Fe : I 
MO  ŒUECSF COIMpDIIS entre ri eg a -donc:pour 
sin Z COS x : 
mite 1. 
Supposons, maintenant, æ négatif, 
Posons 
L=— x 
x! sera positif. On a, d’ailleurs, 
AA Nm es NO ei En EE TA 
sinæ  Ssin(—æx) —sinx sinx 
kur - Or, quand x tend vers zéro par valeurs négatives, x’ tend 


M 


2 LE X 
vers zéro par valeurs positives, donc BE tend vers 1. La 


quantité qui lui est toujours égale a aussi pour li- 
mite 1. 
Ep , ; sin x 2 Nb I 
a TO DOUR LMI I PODINVerSE =) 2: pour limite 
sin x 1 X Li 
Br QU: LE. 
| 60*. DÉRIVÉE DE sin x. — La dérivée de sinx est cosx. 
| Soit 
DST 
4 Donnons à x l’accroissement Ax, y prendra l'accroisse- 


ment 


Ay=sin(x + Ax)—sinx. 
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NOTES EL EST TRS 


MR cs #) 4" RSA L pe RER RE F 
EU RE dE AS LIN SENS 
Lys LubiEAX) SX: AR 

| | S 
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10 Transformons, en appliquant une formule connue de tri- 
ta _  gonométrie : 
als Lé = ï À 
- HA FA ds 
A SUV 2 PySSAiDEe cos (+). 


i à 
Re oc EX 


? on en conclut : 


r 2 L] 4 x 
Quand Ax tend vers zéro, le rapport an ran d'un sinus à À 


“44 2 
28 son arc tend vers 1, d'après le lemme; cos (x +22) tend vers _ 


RS Dee AR bo ne 


EN ES 


1 ea LA be = Ca: Wir +COEA: Haute 
ï LES DE à 
il La tt)z GS A 

à VA Re Loc. de Gb + PUx A - Eva tr 


W y 


bio as qe 1208 | = 4, | 2AS Pa +2 
alone ous is nl | Le 2he ne pe 


diratee 4) A) D AE M ES RE 
| Su p+unas2uu Er p-# mue mi 
Ca rbauthaut GO) nt RUES 
Ga P-sueg = 2544 PEN CS PEN TT ne 
| Asie REG TEL PET RS 
Wcp+ouys aus EN.uc tif 2 | 
Ga notant (Het (4) | 7 CRN 
| asp Las =2254 ! pr x. au RME ET ES 2H 


mn éme de 
: : 
DE Men 


} À 3 ; ur A 
FA : 4 4 À Nr: : Se n 
Di ch mr fee Ye + En en ru + et R - Ste Poe Eye + vel fa sh. PRIE LP En gg v - + 
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DÉRIVÉES DES FONCTIONS SIMPLES 
AY 


est le produit de deux facteurs. Quand Ax tend vers zéro, 


Ax 
. F . Ay 
le premier tend vers — 1, le second tend vers sin +. Donc Le 
a une limite qui est PS ST 7 PP 
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% On a donc aussi : 
va d'(cosx) — — sin x. dx. 
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N Pour avoir la dérivée de tang x, il suffit donc d'appliquer la 
à règle qui donne la dérivée d’un quotient (n° 42). On a donc : 
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30 La dérivée de séc x est 
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Transformons, en appliquant une formule connue de tri- 
gonométrie : 


he AR Âx | À} 
VU =" AY AUS cos (+). ; 
LADY à 
es 
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Quand Ax tend vers zéro, le rapport d'un sinus à 


| k PAT 
son arc tend vers 1, d'après le lemme ; cos Rates) tend vers : 
cos et, par suite, on a : ts | “2 "0 
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Nine he CITE À 
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On a donc 
dismæ)=cosrar 


61*. DÉRIVÉE DE cos x. — La dérivée de cosx est — sin «. 
Soit | 


NEC AE: 


Donnons à æ un accroissement Ax, y prendra l'accroisse- 
ment : 


Ay—cos (x + Ax)— cos x. 


4%: ou, d'après une formule de transformation connue, 


ends, 2 RE Cu ea x 
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À AY 
Ax 


est le produit de deux facteurs. Quand Ax tend vers zéro, 


le premier tend vers — 1, le second tend vers sin +. Donc es 


er — - EL 


a une limite qui est À 


On a donc aussi : 


d (cosx) = — sin x. dx. 
62*. — DÉRIVÉES DE tang , cotang x, séc x, coséc x. 


, I SUD } d * 
0. NOR : na 
1° La dérivée de tangr est Sos VU I + tang°x. 


On a, en effet. TRS a 
: sin à Wogs 
AL ne he SX Tb Ce Ty FA 
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Pour avoir la dérivée de tang +, il suffit donc d'appliquer la 
règle qui donne la dérivée d’un quotient (n° 42). On a donc : 
d | * l'os. nf {, RAA PA w me," 
d sin x deosx LOS, A UT SFVS SNS 
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2° La dérivée de cotangx est — ou — [1 + cotangér ) Ë 


On a : 
cos x 


Donc : 


d cotang x dx dæ, 


dx ét sin? x 
d'où, (6 }\ j Co 
d'ecotangx  —sin? x — cos? x Gp 

dx CS sin? x DRRNSISINe Cult 


30 La dérivée de séc x est 


Te dérivée de coséc x est — 
Garona 


Le 


Donc 


re : el 
— (sin x) COS æ, » SU Ki 


d coséc x & in i d'sin'x 
Sin LR 
dx dx 
d coséc x COS x 
tél ms FH 
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63*. Appricarrons.— Calculer la dérivée de 


Vdsin 
Posons 


USE 


Me sin ds 


y est donc une fonction de fonction (n° 49°). 


Par suite, { ç " LE 4 W God 
dY=cos us tan. 
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du 2 æ% dr 1 


ARE POSER der 
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Soit à caleuler lé Dove de 


Ÿ —€cos Ve +i SAS 


4 ; Posons 
EU, à v a 
0 FR d— Va FU 
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64". Dérivées des fonctions circulaires inverses. — 
| FONCTION INVERSE DU siNUs. — Etant donné un nombre x, YA 
72 compris entre — 1 et + 1, on montre en trigonométrie quil So 00 
3 .. ; ; : T = {70 
existe toujours un arc y et un seul compris entre — Ro 
e < d 2 


| T . Sans Ê 
4 et + — (sur le cercle trigométrique de rayon 1) tel que l’on ait 
si k D) » 


sin FR < 


EUX 
Lee à 


On fait ainsi correspondre à tout nombre x compris entre — 1 
ee | ; T T Alpes 
et+ 1 un nombre y compris entre — SC RON définit donc une 


fonction y de la variable x qu'on appelle la fonction énverse du 


711 € 


sinus et on écrit : | 
1% . ; M) Ar SIN À ; 


ce qui se lit : arc dont le sinus est x. 
- ne : que Mg 
On sait aussi qu’en dehors de l'arc y, compris entre —- et =, 
il y en a une infinité admettant pour sinus le nombre x et com- … 
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pris dans les formules. | h ets D 7 
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IA L: h # h _4 ( 


où # désigne un entier arbitraire, positif ou négatif. Les va- 
leurs de z, qui ne diffèrent de + y ou — y que par une cons- 
tante, sont ce qu'on appelle les diverses branches de la fonc- 
tion inverse du sinus : arc sin x. . 


65°. Dérivée de arc sin x.— Cherchons la dérivée de la fonc- 
tion arc sin æ. — D'après la définition précédente, dire que 


NÉ Arcs 


c’est dire que 
SIN Y NL 


Admettons l'existence de la dérivée et écrivons que les dif- 
férentielles des deux membres de l'égalité (2) sont égales. 
siny est une fonction de fonction (n° 48*); sa différentielle SM 
même forme (n° 59”) que si y était une variable indépendante ; e 
on à donc : Co). 


cos 7. 


d'où 


J 
La dérivée de arc sinx est donc + Vers 
I — x? 


Le double signe + s ‘explique aisément parce que la fone- 


. TA 
tion à plusieurs branches. Si on prend y compris entre — - 


T eve: . . , 
et + > ,c0s y est positif et on doit prendre le signe + ; de 


même, si on prend la branche 247 + y qui a même dérivée. 


_ DÉRIVÉES DES FONCTIONS SIMPLES 


que y puisque la dérivée de la constante 2kr est nulle; mais si 
on considère la branche (24 + 1)r— y, sa dérivée est égale et 


là de signe contraire à celle de y et est, par suite, négative. 
a. à 
| 66*. FonNCTION INVERSE DU COSINUS. — Etant donné un ; 
nombre + compris entre — 1 et + 1, il existe, comme on sait, 7 5 
A LE 
“a un arc y, et un seul, compris entre o et 7, tel que l’on ait : 11100 
Fa ee MRCOR = re 
ra A tout nombre æ, compris entre — 1 et + 1, on fait ainsi 44 
correspondre un nombre y, compris entre o et +; on définit 14 


donc une fonction y de la variable x. C’est ce qu'on appelle la 
fonction inverse du cosinus et on écrit : 


AÉ=TALCICOS-L) 


ce qui se lit : arc dont le cosinus est x. 
En dehors de l'arc y, compris entre o et x, il y en a une in- 
À finité d'autres, qui ne diffèrent de Æ y que par un multiple” 
“ entier de circonférences, et qui admettent même cosinus. Ils 
sont compris dans la formule : | 


| A HET): à: 
| / - \ FOR . S'he ; . \ ù 
| où k désigne un entier positif ou négatif. Les valeurs de z sont ®, 
| nn. AIG 
" les diverses branches de la fonction arc cosæ. Re PERS ap 
È CEA 1 cas A axe 
| D: . : R : , ra , CC . , Z | À 
| 67“. Dérivée de arc cosx. — D'après la définition quipré-,  ,,, 
D cède, l'égalité 
NAT COST (1) 
| équivaut à l'égalité | 
E COMME TT. (2) 
Prenons les différentielles des deux membres de l'éga- 110000 
\ LIT $ 
lité (2). Et. 
| Il vient : 70 
| — sin. dy — dx, 


d'où on tire : 
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Or, on à :° :: 


STE dt me V1 — cos? 7» 


et, en vertu de l'égalité (2), 


on en conclut 
ARR 2 
de Her 
L 
Vi — x? , 
Si on prend pour y l'arc compris entre o et x, son sinus est 
positif et on doit prendre le signe (—) devant le radical. 
Pour une autre branche de la fonction le signe à choisir 
serait (—) ou (-) suivant qu'elle est de’la forme 247 + y ou 


2kT — y. 


La dérivée de arc cos x est donc 


68. — On remarquera que les dérivées de arc cos x et 
arc sin x sont égales au signe près. 

Ceci s'explique aisément car ces deux arcs sont complémen- 
taires puisque le cosinus de l’un est égal au sinus de l’autre, 
tous deux étant égaux à x. À 


69*. FONCTION INVERSE DE LA TANGENTE. — Etant donné 
un nombre quelconque +, on sait qu'il existe toujours un arc y, 


. cs T 
et un seul, compris entre — — et + — tel que 
2 2 
tang y = +: 


À tout nombre x on fait ainsi correspondre un nombre y et, 
par suite, on définit une fonction y de la variable x. C'est 
ce qu'on appelle la fonction inverse de la tangente et on écrit : 


y = arc tangæ, 


Ce qui se lit : arc dont la tangente est x. 


: T ir 2 
En dehors de l’arc y, compris entre — Flore il yena 


une infinité d’autres qui diffèrent de celui-ci d’un multiple quel- 
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conque de demi-circonférences et qui ont même tangente. Ils 
sont compris dans la formule 1 


où # désigne un entier arbitraire, positif ou négatif. Les va- 


Ée leurs de z sont les branches de la fonction arc tang x dont y est 

x la première. 

| | 

ARE A 


70*. Dérivée de arc tang x. — D'après ce qui précède, 
l'égalité | 
y — arc tangr, (1) 
».- équivaut à l'égalité: 
É Te | (2) 
En admettant l'existence de la dérivée de y, prenons les diffé- 
rentielles des deux membres de l'égalité (2), On a (n° 62*) : 
; # | - (1 + tang? y) dy = dx. > 1 
| On en tire : *k 


ds D D, Ste Manga (ti 
dtw T4 'tañgy \ 


ou, en vertu de l'égalité (1), : | 
HAE TT | 3 Re 
7. FANS ETES | … 10e 


J 


1 + x? 


La dérivée de la fonction arc tangx est donc 


71". FONCTION INVERSE DE LA COTANGENTE. — À tout ne. 
nombre x, l'égalité | 140) 
cotang Y — x. 


fait correspondre un arc y, compris entre o etr,etunseul. , pu. 
On définit donc ainsi, une fonction y de la variable x qu'on 5 

É + . PS | LS 

| appelle la fonction inverse de la cotangente et qu’on désigne Fe 


par la notation 
| y = arc cotangx ; RES 


_ ce quise lit: arc dont la cotangente est x. 


POSAIT ENT ENT 
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En dehors de l'arc y compris entre oetr,il yenaunein- 
finité, compris dans la formule 


3 = kr + y, 


+ L: uŸ . & 
qui ont même cotangente que y; les arcs z sont les diverses 
branches de la fonction arc cotang x. 


12*. Dérivée de arc cotang :r. — L'égalité 


MÉNAEC cotang L 


est, par définition, conséquence de l'égalité : 


cotang Y=— x. 


En admettant l'existence de la dérivée de y, prenons les 
différentielles des deux membres de l'égalité (2) et il vient 
(n° 62”) : | 
— (1 + cotang?y) dy = dx, 
d'où 

FA I 


dx TA Prog r 
ou, en vertu de l'égalité (2), 


LIN a L 
GER 1x" 
I 


La dérivée de la fonction arc cotang x est donc : — ————. 


\ 


73". — On remarquera que les deux fonctions arc tang x et 
arc cotang x ont des dérivées égales et de signes contraires. 

Ceci s'explique car ces deux ares sont complémentaires 
puisque la tangente de l’un est égale à la cotangente de l’autre 
égale à +. 


74°. Avpricarions. — Calculer la différentielle de are sin Væ. 


Posons 
Vx ns à 


il vient : 


YAreISin Vx IT SIT UC 


44 
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=, 
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% Te 


A 
M) REC 
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ar suite, / AE | 
1e : C s) 
POP PRET 1 -: du 


dx 
HR RE Que ER 
vx 
« r ! 
on a donc es 
| a dx dx ILES +. 
2 Va 1—X 2 Vaæ(i—x) 
à : = RE 7m 
Calculer la différentielle de arc tang où k désigne une cons- 
; | ! : . { sa | \ #3 4 
que à à pol \AA Lu »{ AT .— Ph \ À en \/ 
-Soit 1 # | | 
| “0 À SA punir." AT De 
Mir are lang ° NE | — Cat ef, ON 
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Qn-a: (ho) Pacs = 120 
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L I ee 
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I + AE: Î + ) L k 2 . 1 S à 
k F | Ï rÀ . \\ ec sh ATEN, 
Ê . : A y | # 4 | te 4 
Calculer la différentielle de are cos Vr=r. Ù ANT TT D re 
Soit ds 
Marcos Vi —. Le 
on a . f, 4 \ : 
\e. L.} 
x ER, — dx 
dy de d Vi Et L 73.2 2 Vi FT ES LL x 
. as: y à RE —— 
HER Ten Tres 
— dax 
dy a — x 
2Vx (1—1%) 


15°. Dérivée de la fonction logarithmique. — Dans ce 
qui va suivre, nous rencontrerons des expressions de la forme 
1 | | | 
(1 + à) « et nous aurons à chercher leur limite lorsque x tend 
vers zéro, | As 
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Pour ne pas être entraîné dans des développements trop 
l 


longs, nous admettrons,.sans démonstration, que (i+a)« a 
une limite quand « tend vers zéro. 
Cette limite est ce qu'on appelle le nombre e, qui est un 
nombre irrationnel. 
Les premières décimales de e sont : 


6 2710901020 


* 


Ce nombre e joue un rôle très important dans la science 
mathématique. 


76". DÉrinirTion (!). — Nous rappellerons d’abord, som- 
mairement, la définition et les propriétés des logarithmes que 
nous supposerons connues. CAR 

Soit a un nombre positif appelé base du système des loga- 
rithmes et x un nombre positif arbitraire. : 

Il existe toujours un nombre réel y, et un seul, tel que l’on 


ait : k 
Me 


C’est ce nombre y que l’on appelle le logarithme du nombre 
æ dans le système de base a et on écrit : 


VOB 


Le logarithme du nombre x est donc l'exposant de la puis- 
sance à laquelle il faut élever la base a pour obtenir x. 

À tout nombre positif x on fait ainsi correspondre un nom- 
bre y; on a donc défini une fonction de x. C’est cette fonction 
qu'on appelle la fonction logarithmique et elle n’est définie que 
pour les valeurs positives de la variable. 


77*. PROPRIÉTÉS. — Comme 


Mdr à COHEN. 


(} Nous supposons ici que le lecteur sait ce qu'on entend par 
sances à exposants fractionnaires et négatifs. 
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on a toujours 


loger — 0, et log — 1: 


Le logarithme d'un produit de plusieurs facteurs est égal à la 
somme des logarithmes des facteurs : 


loga x x'x" = log, x + log, ++ log, x”. 


Le logarithme d'un quotient est égal à l'excès du logarithme 
4 ; du numérateur sur le logarithme du dénominateur. 


2. log — = log, x — log,x. 


_Le logarithme d'une puissance est égal au produit du loga- 
rithme de la base de la puissance par l'exposant. 


loga x — £. logs x. 


78. LOGARITHMES NÉPÉRIENS, — On appelle logarithmes 
népériens les logarithmes dont la base est le nombre e défini 
plus haut. Ces logarithmes sont encore appelés parfois loga- 
rithmes Ayperboliques ou naturels. 


On désigne ordinairement un logarithme népérien par le 
Symbole L au lieu de log. 


. Ainsi Lx signifie : logarithme népérien de x, | fee | 
* Puisque et —e, on a Le— 1, ‘(15 
P ? LE” 
‘1 
79". DÉRIVÉE DE log, x. — Soit 50 
Va log x. ‘20 


Donnons à æ un accroissement Ar, il en résulte pour y un ‘à 
accroissement 


Ay = loga (x + Ax) — loge x. + 


Ceci s'écrit, d'après la seconde propriété des logarithmes 


(n°77) À 


Ay — log, (s+ae) lag (: + it) 
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on a donc : 


A 
AY TA AAT Ax (1) el 
D be (+2). a: | 
x * Posons : | 
Aæ 


L'égalité (1) devient 7 ol RO at, 
} 
AY I I Me KE 
—— — —. — lo 1+a), “ 
Av, + a ge (x + 
or, d'après les propriétés des logarithmes {no 77°) 
( 1 | 
x Re 
— loga (1 + a) op Es 
donc : 
; : à 1 
+ | A 1 rs 
7 Te = — loge (1 +)“. 
Cela étant, lorsque Ax tend vers zéro, « tend vers zéro, ù 
1 1 4 PA 


(1 + a) tend vers e et, par suite, log, (1 + 2) * a pour limite 
log, e, en admettant que le logarithme est une fonction conti- 


AY "3e I | 
d —- a donc pour limite — : : | 
: nue. pour É log,e et on a 4 
OR 4 I RS à 
= —— = — . log, e — 
= dx x és xLa ? 


- 1° . 
car logse =. ; le 


En effet, on a, par définition du logarithme, 


a, A 6 ÀET 9 


# 


. Prenons les logarithmes des deux membres de cette égalité 
dans le système de base a et il vient, en vertu de la troisième | 
Don (Mouye) ut, A 


a À Je fe Ÿ#, La. logs é = logaa— rt." X = al PR ti je 
4 e l À F | ê f ne = Fe 1 4 
Von A tr 2: ns Lt «F4 6 ‘ Dore X La : 2 


“e (a E 


rl di ; 
AD 0 M è 


DELL CE St 
FN FES à 
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log, e = 


_ona: 


Deer donc 


_80*. Appcicarions. — Soit w une fonction de x, et 


be 
(ro) 


y est une RS de Leon et on a : 


Ainsi, si on prend u =x + 4, 
d L(x + a) 


Calculons La dérivée de 


Posons 


Ona 


ee 


2 * 


Ce dernier exercice est fort important pour le calcul intégral. 


81". Dérivée de la fonction exponentielle. — a étant 
un nombre positif appelé base et x un nombre quelconque 
appelé exposant, si on écrit l'égalité. 


PRE 


on fait correspondre à tout nombre + un nombre y qui est 
une puissance d'exposant x et de base a. On a défini ainsi une 
fonction y de la variable x qu’on appelle la fonction exponen- 
telle. 


82*. DÉRIVÉE DE a’. — En admettant l'existence de la dérivée 


de a nous allons la calculer. 
Posons : 


on en déduit {n° 76). 


V 


sen : | # 
Prenons les différentielles des deux membres‘de 


il vient : 


és car La = - . | 
log e 
| La dérivée de a* est donc a* La. 
4 En particulier, la dérivée de e* est e*; car 
F\ 
3 in de? 
A PE mt 
À } É | HUPE ? 
| Q ME ' isa PR AT a ca 
\ puisque Peer. + ET 04 MAN 


| 
( mm à 1 À { à 
US US éme, ad 


Pier 

Var ET 2 à KT Aguuatke 4 LA 
| É _ 83*. AprzicarTions. — Calculer la dérivée de e*; : é 1) dr bit: PE \ 
} ï' * , \L4 AS $ fon EP | 
#62 17 RPC DE ON CE 
v# u , Fu 2 | Reste tam Pa, aa arcanes dense 
À hi Er et F | / ra nt 
“ "EC D 
He HP OR e C 7 2x.dæx, Te rc * 
 LORRSE : Te 7. vel 


: 14 Le 
+; 4 La 
ME TR 27 SM 1 .— $ Û 
BUS Calculer la dérivée de a’ Ÿ M ON w ZX: Lx Re: 
| ae LA TEE SEL EE" 2" 
& Soit u = Ve, À MA Lust Lo Wa 
+ ; 2 T7 needs 
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| Y D aï", ÿ “ ; p - Se s * ” ee. = 
7150) 02710. C7 LP Fe = #5; 
&. DUR UC dDadr a lotrart 5 , g" 


| 
we” 

Î 
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2 « 


n{ | é | 
1 | 


—_—" — 98 qi | ) QU 
FE TATTE 4x at La — MAUR te 
| | | u | 47 PM : Q b Pl 
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Tableau des dérivées des fonctions les plus simples. 


FONCTION DÉRIVÉE 


Constante 


I 
+ 
ur 
m'Yamt 
cos æ 
— sin x 
See 
1 + tang* x — are 
: à 


cotang æ * 1 + cotang?x) —— He 


La 


arc sin # 
arc cos x 
arc tang x 


arc cotang x 


Le Ve 


1 ANNEE ed ed Dr ét Le dé 


DER VESTE OP OVER 
dit 


11 + xu- 
E 

Rte 

Sie X 

SENTE 

« *cos(tx) 

L Los x 

L Q.x 

si (2x) , AA LES x 

SX Los x = (Su) - (cos x) 


CM IVIEE x 
ee ms + DE DE LA 


act (Virx=+x) 


X-a 


aa UK TX INCE 

arc (q Jmpris dans 
L (arc cos VT-w) 4 
tee 

(2 + £ cost) Su X b) partagent 
( +£ sx)” l'intervalle 


ion f (x) est 
CTUTSSUILLE IUI DU CTIC VAarit Uars it imvine Sens que 
la variable indépendante, c’est-à-dire lorsqu'à la plus 
grande valeur de la variable correspond la plus 
grande valeur de la fonction. | ; 
Précisons : soit une fonction f(x) de variable x, on 
dit que la fonction est croissante dans l'intervalle 
(a, b), a et b étant deux nombres donnés, si x’ et x” 
étant deux nombres quelconques compris entre a et b, 
x" étant plus petit que x”, on a 


fx) <a"). 


Une fonction f(x) est dite décroissante si elle varie 


LS 
CS Le An dit 
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Tableau des dérivées des fonctions les plus simples. £ 


FONCTION DÉRIVÉE 


Constante 


y x 
sin + 
cos x 
I 


tang x I tang rx = 
8: + tang TR 


1e 


cotang x — (14 cotang?x) — — PRET TS 


La 


arc cos x 
arc tang a 


arc cotang x 


L (x + Vat+ À) 


fe Et OR ER TN | ET et LOUE MA. 
| # 


Cf v” 
: 4 
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APPLICATION DES DÉRIVÉES A L'ÉTUDE DE LA 
VARIATION. DES :FONCTIONS 


S 1. — CROISSANCE ET DÉCROISSANCE 


84. Definitions. — On dit que x est compris dans 
l'intervalle (a, b) si x est compris entre a et D. 
Si On à : 
DC 0: 


on dit que les intervalles (a, c), (c, d), (d, b) partagent 
l'intervalle (a, b) en intervalles partiels. 

L'intervalle (x, 6) est dit compris dans l'intervalle 
(a, b) si à et $ sont compris entre a et 0. 


85. Définitions. — On dit qu'une fonction f(x) est 
croissante lorsqu'elle varie dans le mème sens que 
la variable indépendante, c’est-à-dire lorsqu'à la plus 
grande valeur de la variable correspond la plus 
grande valeur de la fonction. | ù 
Précisons : soit une fonction f(x) de variable x, on | 
dit que la fonction est croissante dans l'intervalle - 
(a, b), a et b étant deux nombres donnés, si x’et x” 
étant deux nombres quelconques compris entre a et b, 
x’ étant plus petit que x”, on a 


fl) < ft"). 


Une fonction f(x) est dite décrorssante si elle varie 
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en sens inverse de la variable, c’est-à-dire si elle 
augmente quand la variable diminue et si elle dimi- 
nue quand la variable augmente. D'une facon plus 
précise, une fonction f(x) est dite décroissante dans 
l'intervalle (a, b) si en prenant deux nombres quel- 
conques, x’, x” compris entre a et b, x' étant plus 
petit que x”,on a 


fu") > fu). 
ExempLes. — Soit 
Ÿ — 22 —,3, 


Démontrons que cette fonction est croissante. 
Prenons deux nombres différents x/, x” tels qu'on ait 


Mr, 
on aura 


ATEETIL, 


et, en retranchant 3 à chaque membre, 
2% — 3 2x" —3, 


Mais 2x’ — 3 est la valeur de y pour x = x’ et 2x" — 3 est sa 
valeur pour x = x". 

Puisque x'< x", y augmente quand x augmente. La fonction est 
donc croissante. 

Soit la fonction 


Y— IX. 


Quand x augmente, 1 — x diminue, donc ÿ diminue. D' après la 
définition, la fonction est décroissante. 


86. Théorème I. — Si une fonction est croissante 
dans un intervalle, sa dérivée, si elle existe, est positive 
ou nulle pour toutes les valeurs de la variable com- 
prises dans cet intervalle. | 

Considérons une fonction y de variable x, suppo- 
sons que x ait une valeur comprise entre a et b et 
que la fonction soit croissante dans l'intervalle (4, b). 


ere 


»" 


Se pur à 7 à 1 Éd) sditesdt a 
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Donnons à x un accroissement Ax assez petit pour 
que æ + Ax soit compris entre a et b; il en résulte 
pour y un accroissement A. 

1° Si Ax est positif, la valeur finale x+Ax est plus 
grande que la valeur initiale x, dont x a augmenté, 
il doit en être de mème pour y et par conséquent Ay 
est positif. Le numérateur et le dénominateur de la 
fraction e étant positifs, la fraction est positive. 

2° Si Ar est négatif, la valeur finale x + Ax est plus 
petite que la valeur initiale x, donc x a diminué, il en 
est de même pour y et par conséquent Ay est négatif. 


ANITA 
Les deux termes de la fraction +7 étant négatifs, 


la fraction est encore positive. 


A7 LE UE A7 
_Dans les deux cas, 7, ‘st postlif. La limite de 1 


est nécessairement positive ou nulle, elle ne peut 
pas être négative. 
On a donc : 


y es di. 

87. Théorème II. — Siune fonction est décroissante 
dans un intervalle, sa dérivée, si elle existe, est néga- 
live ou nulle pour toutes les valeurs de la variable 
comprises dans cet intervalle. 

Considérons une fonction y de variable x, suppo- 
sons que æ ait une valeur comprise entre a et b'et 
que la fonction soit décroissante dans l'intervalle 
(a, b). 

Donnons à + un accroissement Ax assez petit pour 
que x + Ax soit compris entré a et b. À l’accroisse- 
ment Ax de la variable correspond un accroisse- 
ment Ay pour la fonction, 


« 
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1° Si Ax est positif, la valeur finale x +Ax est plus 
grande que la valeur initiale x, donc x a augmenté, 
la fonction y a donc diminué et par conséquent A7 
est négatif. 
y 


Les deux termes de la fraction — étant de signes 


Ax 
contraires, la fraction est négative. 


2° Si Ax est négatif, la valeur finale x + Ar est 


plus petite que la valeur initiale x, donc x a dimi- 
nué, la fonction 7 a augmenté et par conséquent A7 
est positif. 

Ay 


Les deux termes de la fraction Fe étant de signes 
æ 


contraires, la fraction est encore négative. 


A7 
Dans les deux cas 2 
AT 


ay 


La limite de 7 est nécessairement négative ou 


est négatif. 


nulle. 
On a donc 


88. Réciproque du théorème I. — St la dérivée 
d'une fonction est positive dans un intervalle, cette 
fonction est croissante dans cet intervalle. 

Supposons que la dérivée y’ d’une fonction y de 
variable + soit positive pour les valeurs de x com- 
prises entre a et b, nous allons montrer que la fonc- 
tion est croissante dans l'intervalle (&, b). 

Pour cela, nous admettrons qu'étant donné un in- 
tervalle quelconque on peut le partager en intervalles 
partiels assez petits pour que dans chacun d’eux la 
fonction varie toujours dans le mème sens. Il suffit, 
alors, de prouver que dans tout intervalle partiel, si 


77. 
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petit qu'il soit, la fonction ne peut être ni décrois- 
sante ni constante. 

Prenons un intervalle (x, 8), compris entre a et b, 
et assez petit pour que, dans cet intervalle, la fonc- 
tion varie toujours dans le mème sens. 

Si la fonction était décroissante dans l'intervalle 
(x, 8), sa dérivée serait négalive ou nulle (n° 87), ce 
qui est contraire à l'hypothèse. 

Si la fonction était constante dans l'intervalle (x, 8), 
sa dérivée serait nulle (n° 23), ce qui est encore con- 
traire à l'hypothèse. 

Donc dans l'intervalle (x, $) la fonction ne pouvant 
être ni décroissante ni nulle est croissante. 

La fonction étant croissante dans tout intervalle 
(2, $) si petit qu'il soit compris entre & et b, est crois- 
sante dans tout l'intervalle {«, b). 


89. Réciproque du théorème II. — St la dérivée 
d’une fonction est négative pour toutes les valeurs de la 
variable comprises dans un intervalle, cette fonction 
est décroissante dans cet intervalle. 

Soit y! la dérivée d’une fonction y de variable + et 
supposons qu'elle soitnégative pour toutes les valeurs 
de x comprises entre a et b. La fonction est décrois- 
sante dans l'intervalle (&, D). 


Prenons un intervalle (4, 8), compris entre «a et b, 


et assez petit pour que, dans cet intervalle, la fonc- 
tion varie toujours dans le même sens. 

Si la fonction était croissante dans l'intervalle (7, 6), 
sa dérivée serait positive ou nulle {n° 87), ce qui est 
contraire à l'hypothèse. 

S1 la fonction était constante dans l'intervalle (x, 6), 
sa dérivée serait nulle {n° 23), ce qui est encore con- 
traire à l'hypothèse. 


2} 
Ne 
Æ 
À 
7 
54 
> T0 
CE a 
& 
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- Donc dans l'intervalle («, f), la fonction ne pouvant 
être ni croissante ni constante, est décroissante. 
La fonction étant décroissante dans tout intervalle 
(x, 5) si petit qu’il soit compris entre a et b, est décrois- 
sante dans tout l'intervalle (&, b). 


90. Remarque. — Ces deux théorèmes et leurs 
réciproques permettent de reconnaitre par l'examen 
de la dérivée si une fonction est croissante ou décrois- 
sante. 


ExempLes,. — La fonction 


a pour dérivée 


cette dérivée est toujours positive, la fonction est donc croissante 
pour toutes les valeurs de x. 
La fonction 


Y—=I—X 


a pour dérivée 
dy 
= = 7 
dx s 
cette dérivée est toujours négative, la fonction est donc décrois- 


sante pour toutes les valeurs de x. 
La fonction 


a pour dérivée 


Cette dérivée est positive lorsque x >> 1; elle est négative si x< 1. 

La fonction est croissante pour les valeurs de x plus grandes 
que 1; elle est décroissante pour les valeurs de x plus petites 
que 1. 


ne os 2 -destf nt near nb LC RS 


7 # 2, s , te F di 4% à LR 
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. I La LA (: il ñ e ° La ° 
La fonction — a pour dérivée — x qui est toujours négative, 


Cette fonction est donc toujours décroissante. 


$ 2. — MAxXIMA ET MINIMA 


91. Définitions. —On dit qu’une fonction de la varia- 
ble x est maxima pour x—a, si elle cesse de croitre 
pour décroître, quand x passe en croissant par «. 

La valeur de la fonction pour x—4« est ce qu’on 
appelle un maximum de la fonction. 

On dit qu’une fonction est minima pour x — a, si 


elle cesse de décroitre pour croître quand x passe en 


croissant par &@. 

La valeur de la fonction pour x — a est ce qu’on 
appelle un minimum. 

Il résulte de là que lorsqu'une fonction est maxima 
pour æ—a la valeur qu'elle prend pour æ—a est 
plus grande que toutes les valeurs voisines; et lorsque 


Ja fonction est minima sa valeur, pour x—a, est 


plus petite que toutes les valeurs voisines. 


Exempze. — Soit la fonction 
YF = A? — 2x + 5. 


Nous avons vu (n° 90) que lorsque x est plus grand que 1 la 
fonction est croissante; et qu’elle décroît lorsque x est plus petit 
que 1; pour x = 1, la dérivée est nulle. La fonction cesse de dé- 
croître pour croître lorsque x passe en croissant par la valeur 1, 
elle est donc minima pour x = 1. 

La valeur du minimum est 


Y=i—2+5— 4. 


92. — On dit qu'une fonction atteint un maximum 
absolu, lorsqu'elle atteint une valeur plus grande que 
toutes celles qu’elle peut prendre pour toutes les 
valeurs de x. 

On dit qu’une fonction atteint un minimum absolu 
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lorsqu'elle atteint une valeur plus petite que toutes 
celles qu’elle peut prendre pour toutes les valeurs 
de x. 

Les maxima et minima qui ne sont pas absolus, sont 
nommés, par opposition, maxima et mintma relatifs. 


ExemPLes. — Soit la fonction citée plus haut. 
Ip a? — 22 +0, 


Lorsque x > 1, sa dérivée est positive, elle croît; lorsque æ<[1, 
sa dérivée est négative, elle décroît; et pour æ = 1, sa dérivée est 
nulle. La fonction est minima pour æ — 1. La valeur du minimum 
est. | ; 


= — 92 5 —4. 


C’est un minimum absolu: car, x variant de — © à + , en pas- 
sant par 1, la fonction décroît, passe par la valeur 4, puis croît, 
4 ést bien la plus petite valeur qu’elle puisse prendre. 

Soit encore la fonction 


Y= A — 3x +7; 


sa dérivée est 


(1) ; j'=3x—3— 3 (x? — 1) —5 (x Re (æ +). ; 


Quand x croît de —œ à — 1, les deux facteurs (x— 1) et (x +1) 
sont négatifs, la dérivée est positive, la fonction croît depuis — 
jusqu’à un maximum 


ÿ=—1+3+7—0; 


æ croissant de — 1 à + 1, la dérivée est négative : la fonction 
décroit de g à un minimum 


Y—=iI—3+5—=5; 


Enfin, x croissant de + 1 à + «, la dérivée est Red la fonc- 
tion croît depuis à jusqu'à + æ. Car il faut remarquer que, pour 
x = ©, le polynôme est du signe de son terme de degré le plus 
élevé + x% et infiniment grand (n° 17). | 

Il est toujours commode, pour la lecture des résultats, de les 
résumer dans un tableau. 

Däns ce tableau, les valeurs de la variable x sont inscrites, de 
haut en bas, dans la colonne x, par ordre de grandeur croissante, 
Dans la colonne y’ sont inscrites, en regard de chaque intervalle, 
les signes correspondants de la dérivée y’. Enfin, la colonne y indi- 


MAXIMA ET MINIMA 65 


que, pour chaque intervalle, le sens de la variation de la fonction 
et donne les valeurs remarquables de cette fonction. 
Dans cet exemple, le maximum et le minimum sont relatifs. 


— 


—- croît 
— 1 0 9 (max. relat.) 
— décroît 
+ 1 0 5 (min. relat.) 
+ croit 


—+ 


93. Théorème I. — Si une fonction de x admet une 
_. dérivée qui change de signe pour x —a en passant 
du signe (+) au signe (—) lorsque x passe en croissant 
par a, la fonction est maxima pour x —a4. 

Car la dérivée étant d’abord positive, la fonction 
est croissante (n° 88) et la dérivée étant ensuite néga- 
tive la fonction est décroissante (n° 89). Donc la fonc- 
tion, qui a cessé de croître pour décroître, est matima 
pour %—4. 


LR MAN de D LS CS A 


94. Théorème Il, — St une fonction de x admet une 
dérivée qui change de signe pour x—a en passant du 
signe (—) au signe (+) lorsque x passe en croissant 
par a, la fonction est minima pour x —4a. 

À Car la dérivée étant d’abord négative, la fonction 
à est décroissante (n° 89) et la dérivée étant ensuite 
À positive, la fonction est croissante (n° 88). 

ce 
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Donc la fonction qui a cessé de décroitre pour 
croitre est mIntMma POUr X —4. 


95. Théorème III. — Lorsqu'une fonction est 
maxima ou minima pour x — a, Sa dérivée, st elle 
existe, est nulle pour x—= 4. 

En effet, supposons que la fonction y soit maxima 
pour x — a et prenne la valeur b. 

Donnons à x, à partir de la valeur &, un accroisse- 
ment Aa. | 

Si Aa est positif, la fonction diminue puisqu'elle 
décroît après & et par conséquent Ab est négatif. 
Donc. | 


puisque les deux termes sont de signes contraires. 

Si Aa est négatif, la fonction diminue encore puis- 
que, la fonction étant croissante avant a, à la plus 
petite valeur de la variable correspond la plus petite 
valeur de y et par conséquent Ab est négatif. Donc 


Ab 
ENG 25 


puisque les deux termes sont de même signe. 


; À 
Lorsque Aa tend vers zéro, RP tend vers la valeur 


de la dérivée de la fonction pour x— 4. 


Dans le premier cas, on a PRE la limite ne peut 


donc pas être positive. 


AA) nie 
Dans le second cas, on ee 0; la limite ne peut 


donc pas être négative. 
La limite, qui est la valeur de la dérivée pour 


APPLICATIONS 67 


x—a, ne pouvant être ni positive ni négative, est 


nécessairement nulle. 


96. Conséquences. — Pour trouver les valeurs de 
la variable pour lesquelles la fonction est maxima ou 
minima, on résout l'équation obtenue en égalant à 


_zéro la dérivée. 


La 


Mais il faut se garder de croire que toutes les 
valeurs de la variable qui annulent la dérivée ren- 
dent nécessairement la fonction maxima ou minima. 

Il faut encore qu'elle change de signe en s’annulant 
(n° 93 et 94). Si la dérivée s’annule sans changer de 
signe, la fonction n’est ni maxima ni minima. 

Ainsi, pour avoir les maxima et les minima d’une 
fonction, on cherche, parmi Les valeurs de la variable 
qui annulent la dérivée, celles pour lesquelles la 
dérivée change de signe. 


$ 3. — APPLICATIONS 


97. Marche à suivre pour étudier la variation 
d’une fonction. — 1° On s'assure si la fonction est 
bien déterminée pour toute valeur de la variable et on 
note les valeurs pour lesquelles elle devient infini- 
ment grande, s'il y en a. 

2° On calcule la dérivée de la fonction. 

3° On cherche les valeurs particulières de la varia- 
ble pour lesquelles la dérivée est nulle. 

4° On range les valeurs remarquables de la variable 
par ordre de grandeur croissante. On partage ainsi 
l'intervalle de — à + de la variable x en un 
certain nombre d’intervalles partiels. 

5° On cherche le signe de la dérivée dans chaque 
intervalle, ce qui donne le sens de la variation. 
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6° On calcule les valeurs particulières de la fonc- 
tion : ses maxima et minima, ses valeurs pour 
LT—+ ©œOoUT—— œ, x 

Pour avoir une idée plus exacte de la fonction on 
peut calculer la valeur de y pour x — 0 et, lorsque 


cela sera possible, les valeurs de x pour lesquelles y 
s’annule. 


98. Exemple I. — I‘tudier la var tation de la fonc- 
tion | | 


Fe 


a et b étant deux nombres positifs donnés. à Le 20 
Nous devrons SUHBPOAEE que xest ‘positif pour qu on 
puisse en prendre la racine carrée. 
La dérivée de la fonction est : 


b 
y—=a-- 


Cette dérivée s'annule lorsque son numérateur est 
nul : 


aux x —b—0, 
De cette équation, tirons æ, on a : 
24 X x te) 
et, en élevant au carré les deux membres, il vient : 
HN ae b”, 


d'où 


APPLICATIONS 


SLA TT 
44° 
Pour cette valeur de x, la dérivée s’annule. 


Pour x —0o la fonction est infiniment grande et (2 
positive. 


| 3 
Quand x croît de zéro à Var 


la dérivée est né- 


| 4 a? 

E. gative, la Fonction décroit. 

7 Pour X — Ve Fa la fonction est minima et égale à 
Us LE LATE C: 


= 4 3 b 


————— 


24 


au delà de toute limite, la 


| VASTES 
Quand x croit de V2 . 


dérivée est positive et la fonction part de la valeur CG 
pour croître indéfiniment, car, quand x est très grand 


b 
el positif GTiest irés orand'eti— (Pa voisin de zéro. 


mr 
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La discussion se résume dans le tableau suivant : 


Are 


décroit. 


C (minim. abs.), 


croit. 


+ æ. 
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A0: Rronte II. — Dans une voüte demt- ne 
que, on veut installer un réservoir parallélépipédique 
de manière que sa 
contenance soi le 
plus grande possible 
(fig. 2). 
RAS CTARIE longueur 
de la voûte et soit R 
le rayon du cylindre ; 
O étant le centre du 
demi-cercle qui constitue la section droite de la 
voùüte, soit ABCD A'B'C'D' le réservoir en question. 
Appelons x la distance OD inconnue. 
Le triangle rectangle OCD donne 


=VoC mer OD° 


CD = Ve à 


Le volume d’un parallélépipède est égal au produit 
de sa base par sa hauteur. Le volume du parallélépi- 
pède ABCDA'B'C'D' est donc égal à 


V— oxl VR x. L | (1) 


. 


Pour avoir le maximum de ce volume, prenons la 
dérivée de V 


APPLICATIONS 
Egalons cette dérivée à zéro, et nous avons 
R°— 22° — 0 ; 


d'où 


“Res 
XL — , 
2 
R 
6 Dies — 
Le. 2, 
\ en ne prenant que la valeur positive de x. 
& R 
A, Mais -— est la valeur du demi-côté du carré ins- 
4 Va 
BD crit É un cercle de rayon Ve | “ 
À Donc le réservoir maximum sera celui dont la face “4 
4 ABCD est le demi-carré inscrit dans le demi-cercle 0 
de rayon R. 118 
ner 
100. Exemple III. — Étudier la variation de la .: 211 
D fonction 111 
IT 5x ae F4 
4 Nous suivrons, pas à pas, la marche indiquée ALAN MS 
È n° 9e ‘2 
1° Nous voyons que y est bien déterminée sauf 2e 
pour les valeurs qui annulent le dénominateur, qui a. ic 
sont les racines 2 et 3 de l'équation AY + EXC = 0\ 14 
ct A PETER AE ee 
=" [me qac 
RSC OS RS NE 
< \ | ge. a | 
»° La dérivée de la fonction èst FORMNE AM ONE 
‘ } Ed À | € 
CP a + 2x + A: bre 2 
1 PDT ARCS PCT CET 
| s ‘LS 
DES valeurs de x pour IRSUERRS Tr annule 74 
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sont les racines de l'équation 
; ou y 2: # D. bé . | ee 


L—2X — 1 —0 
c’est-à-dire 


XL —= 1 ÆE\/02. 


Pour les valeurs de x comprises entre 1 —\/2 et 


dy 
dx 


à son premier terme, donc positif, et 


est du signe contraire 
ly 
dx 
Pour les valeurs de x plus grandes que 1 + (/2 ou 
plus petites que 1 — \/2, le numérateur de la dérivée 
est du signe de son premier terme, donc négatif et 
la dérivée est négative. | 

4 Les valeurs remarquables de x rangées par 
ordre de grandeur croissante sont donc, en y com- 
prenant la valeur. 1 pour laquelle y est nulle et la 
valeur o, 


p + V2 le numérateur de 


est positive. 


1-20 PEN er 


5° Nous pouvons donc dresser le tableau suivant 

dans lequel nous marquons deux barres en face de 

> et 3 pourindiquer les discontinuités, et dans lequel 
| #7 


conformément 
dx 


nous inscrivons les signes de 


aux résultats donnés plus haut. 
La fonction s’annule pour x — 1. 


Elle prend la valeur — —- , pour æ—o. Nous indi- 


quons ces deux valeurs particulières. 


décroît 
= D 


Fo 
décroît 
o 


6° Nous calculons les valeurs de y pour le maxi- 
mum et le minimum. 
Pour x = 1 — V2 , y est minimum : 


Rs RENE 


POUr TELE V2 , Y est maximum : 


Y — He < 0: 


Quand x passe, en croissant, par la valeur 2, y 
croît indéfiniment en valeur absolue. Le numérateur 
a la valeur r, le dénominateur s'annule en passant 


LS 
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du positif au négatif. y passe donc d’une valeur très 
grande et positive (+) à une valeur très grande 
en valeur absolue mais négative (— ). | 

Quand x.passe, en croissant, par la valeur 3, y 
passe de — © à +, car le numérateur a la valeur 
positive 2 et le dénominateur d'abord négatif, s'an- 
nule en devenant positif. 

Enfin, pour avoir la valeur de y pour x—=+, 
divisons les deux termes de y par x. On a, alors, 


Sous cette forme, on voit que, lorsque x croît sans 
limite, le numérateur tend vers zéro et le dénomina- 


Nr 1e RE 
teur tend vers r. La limite de y est donc — — 0. 
F I 


En résumé, la fonction part de zéro, décroît jus- 

= 
| 4+3V2 
qu'à +, pourx—2. Elle passe brusquement de 
V2 
3V/2—4 
pour décroitre à —o, pour x — 3. Elle saute brus- 
quement de — à + etdécroit enfin pour revenir 
à la valeur initiale o. 


qu'au minimum , pour croître ensuite jus- 


Ho à—æ, croît jusqu’au maximum — 


101”. Théorème (1). — x étant un arc positif quelconque, 


l'unité d'arc étant l'arc dont la longueur est égale au rayon du 


L) 


(‘} Ce théorème peut être utilisé lorsqu'on a besoin de valeurs appro- 
chées du cosinus ou du sinus pour de petits angles ou de petits arcs. 
On s’en sert, par exemple, en construction, dans la théorie des pièces 
chargées de bout (Noir : BRUNE, Cours de Construction, p. 184). 


“ 


2 


Le 
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cercle, on a les deux inégalités suivantes : 


Ÿ—=—x—+sinx, 
= — 1, + cos x. 28 


Comme un cosinus est toujours plus petit que 1, en valeur 
absolue, on voit immmédiatement que yY'esttoujours négative. 
La fonction yŸ est donc toujours décroissante, puisque sa déri- 
vée, qui est y'1, est négative. Or, pour x — 0, on a y*— 0; =. 
par conséquent, lorsque x croît à partir de zéro, yŸ décroit à 
partir de zéro. Il en résulte que yŸ est négative pour toutes les 
_ valeurs positives de x. 

y" étant la dérivée de y!Y et étant négative, on en conclut 
que y!, à son tour, est décroissante quand x est positif. Or, | 
L. pour æ — 0, on a encore y —0; donc, lorsque x croît à partir M. 
‘ de zéro, y" décroît à partir de zéro. y" est donc aussi négative ne 
f pour toutes les valeurs positives de x. * 

On continuera ce raisonnement de proche en proche. | ‘#2 

La fonction y/’ dont la dérivée y!Ÿ est négative est décrois- 
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sante et, comme elle décroît à partir de zéro, elle est négative, et 
ainsi de suite. J 

On voit donc que, pour toutes les valeurs positives de x,les 
quantités y, y', y”, y!!, y, yY, y\l sont toutes négatives, car 
toutes décroissent à partir de zéro. 

En particulier, on a 


PE CS ne UE 


c’est-à-dire 


VA À 
et /C de itunes 444 Fun NLAAL 
{ ’ 
\ [7 x? 
11 


D'où on FE + "0 cos x be &cos X = 


ze 44 
Se Lencxal EE 
24 + Cas x4l "> 
Ice . 
COS & LI — — es: 
È 24 
ce qui démontre la double inégalité (1). 
De même, les inégalités R 


y <o et y" <o 
s’écrivent : 


u 20: 
: 


sin a La — + À mr AN 
= su à EVA v Co A SU © 


Fr | 
MRSES <LSsIN TX, 


ce qui prouve la double inégalité (2). 
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102*. Corollaire. — x étant un arc positif, mesuré en prenant 
pour unité d'arc celui dont la longueur est égale au rayon, 


x? x" 


I — — ——— 


2 24 


est une valeur approchée de cos x, par excès avec une erreur 

. à 
(US pelue ques" Net 

He 720 ? 


x 
AIR ST 
6 
est une valeur approchée de sin x, par défaut, l'erreur commise 
5 - 
re | 
étant plus petite que —— » 
WE n HAE ques | 
En effet, l'inégalité (1) prouve que la différence 
fn 4 


I — + —— cos x 
PE" Re 24 


6 


ao 5 À 
est positive et plus petite que = . 


De même l'inégalité (2) prouve que la différence 


est positive et plus petite que == 


103‘. Remarque. — On peut donc poser 


\ 
et aussi 


lorsque x est positif. 
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De épalité (3) on üre : 


1e COS TX 


f 
€ 
Quand 2 piend vers zéro, 7; qui est compris entre zéro et 
a? 
un nombre qui tend vers zéro, tend vers zéro; 34 tend aussi 


vers zéro. Il s’ensuit que : 


COS T 


2 


LÉ 1 2 
a pour limite FA quand x tend vers zéro. 
‘ } 


CHAPITRE III 


NOTIONS DE GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE 
A DEUX DIMENSIONS 


$ 1. — SEGMENTS — PROJECTIONS 


104. Définitions. — On appelle segment une portion 

de droite sur laquelle un sens de parcours est défini. 

Pour déterminer le sens du segment, on distingue 

les deux points qui limitent le segment. L'un dé ces 

points est appelé origine du segment et l’autre extré- 

milé. On appelle alors sens du segment le sens dans 

lequel se déplace un mobile qui parcourt le segment 
en allant de l’origine vers l'extrémité. 

Dans un segment, on distingue donc trois choses: 

1° La ligne d'action qui est la droite indéfinie qui la 

| porte; 2° sa longueur qui est la distance géométrique 


4 


de l’origine à l'extrémité ; 3° son sens. 


———— 
———————— 
A origine B extrérrile 


Fig. 35. 


On énonce un segment en énonçant d’abord l’ori- 


| gine (point de départ du mobile) et, ensuite, l’extré- nn. 
-  mité (point d’arrivée). Ainsi, en énonçant sg AB on RÉ 
1 désigne (fig. 3) le segment qui a pour origine A et 42 


pour extrémité B ; tandis que sg BA désigne le seg- 
ment qui a pour origine B et pour extrémité A. 


LL 


= “ : 
EE e 


CRT RES Le riiqéte Pre ii L TAIT 
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105. Résultante de plusieurs segments. — Étant 
donnés plusieurs segments placés bout à bout de façon 
que l’origine du second coïncide avec l’extrémité du : 
premier, que l’origine du troisième coïncide avec l’ex- 
trémité. du second, et ainsi de suite, on appelle résul- 
tante de tous ces segments, le segment qui a pour 
origine l'origine du premier et pour extrémité 
l'extrémité du dernier. 

8 


NANTES 
4 


Fig. 4. 


Ainsi, considérons (fig. 4) les segments placés 
bout à bout sg AB, s2BC, sgCD, SeDE. La résultante 
de ces quatre segments est sg AE. | 

Si tous les segments ont même ligne d'action, la 


définition reste la même. Ainsi, ou os 5) 
C 
Fig. 5. 


les segments placés bout à bout sgAB, sgBC, sgCD, 
sgDE et ayant même ligne d’action. La résultante des 
quatre segments est sg AE. 


106. Segments portés par un axe. — On appelle 
axe une droite indéfinie sur laquelle on a donné 


Fig. 6. 


un sens de parcours, ditsens positif. Ainsi(fig. 6) xx 
est un axe, le sens du parcours étant de x! vers x. 


Fr, re 


ASE Le 
ENT = F7" 


RAR. 
TT 


FRS ESRI 


D. 


ne SU NE Ce 
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Nous indiquons par une flèche le sens positif de 
Vaxe. 

On appelle mesure algébrique d’un segment porté par 
un axe, un nombre qui à pour valeur absolue la lon- 
gueur du segment et qui est précédé du signe (+) 
ou du signe (—) suivant que le sens du segment 
est le sens positif de l'axe ou le sens contraire. 


Fig. 7 


Ainsi, le segment AB (fig. 7) a pour mesure algé- 


brique + AB ; le segment CD a pour mesure — CD. 


Pour désigner la mesure algébrique d’un segment 
on écrit les deux lettres qui nomment ses extrémités 
et on les surmonte d’un trait horizontal. 

Ainsi AB désigne la mesure algébrique du seg- 
ment AB. 


107. Remarque I.—La mesure algébrique du seg- 
ment AB et la mesure algébrique du segment BA 
sont évidemment deux nombres égaux et de signes 
contraires. On a donc : 


ABS bAT Oo (x) 


108. Remarque II. — Dans la suite, pour éviter 
des longueurs de discours, il nous arrivera fréquem- 
ment de dire brièvement le segment au lieu de {a 
mesure algébrique du segment. Nous ne le ferons 
d’ailleurs que lorsque cela ne pourra donner lieu à 
aucune ambiguïté. 


109. Théorème de Chasles.,— Étant donnés (fig. 8) 
sur un axe un certain nombre de points, À, B, CO, D, 


BourLerT, Cours de math, 6 
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E, on a, entre les mesures algébriques des divers seo- 
ments déterminés par ces points sur l'axe, la relation 
suivante : | 


ABASDO CD AC DÉMIRA SE 


Le théorème étant, vrai pour deux points, en vertu 


CA 


de la Remarque I qui précède (n° 407), prouvons-le 
pour trois points. Soient À, B, C, trois points sur 
un axe, il faut montrer que l’on a : 


ou, Ce qui revient au même, 
BC + CA + AB — 0 


ou, encore, que 


CA + AB + BC —o. 


Or, l’un des trois points A, B ou C est certaine- 
ment situé entre les deux autres. Si B est entre A et 
C, nous établirons la relation (1). Si C est entre B et 
A, nous prendrons l'égalité (2). Si A est entre C et 
B, nous démontrerons l'égalité (3). 

Dans les trois cas la démonstration est la même. 

Prenons le premier, et supposons (fig. 9) B entre A 
et C, on aura: 


AB, 
BC, 
AU 


 SEGMENTS 
les signes supérieurs ou inférieurs se correspon- 


dant. 


B 


Fig. 9. 
En ajoutant membre, à membre, ces trois égalités, 
on à 
AB + BC + CA —+{(AB + BC — AC). (4) 
Or, comme B, est entre À et C,on a 
ACAPREERBC 
d’où | | 


et, par conséquent, la parenthèse de l'égalité (4) est 
nulle et on a bien : 


AB EBC ECA— 0. 


La proposition est donc vraie pour trois points, 

_ nous allons voir que si elle est vraie pour (77 — 1) 
points, elle est vraie pour m2 points. | 
Supposons, par exemple, la proposition vraie pour 

cinq points et démontrons qu’elle est vraie pour six. 


Fig.”"10. 


DOG Toto mGnmqupoints AB; CD" ES Ohfa; 
par hypothèse, entre ces einq points, la relation 


ABÉRBGURCD EDR2E RAS) AT 


Prenons un point de plus F et considérons les 
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trois points À, E, F ; entre ces points on a, comme 
nous l’avons démontré, la relation 


AE +EF-+FA—o. 2) 


Ajoutons les relations (1) et (2), etil vient : 


AB-+ BC+CD+DE+EA+AE+EF+FA— 0. 


Mais, entre les deux HO Aer E, on a la relation 
(n° 107) 
EA —- AE = 0, 


et la précédente devient alors, en simplifiant, 
AB + BC+ CD + DE+EF+ FA =. 


Donc la proposition vraie pour (im — 1) points est 
vraie pour 72 points. 

Elle est donc générale; car étant vraie pour 
3 points elle l’est pour 4, ue vraie pour 4 points 
elle est vraie pour 5 ; et ainsi de suite. 


110. Corollaire. — La mesure algébrique de la ré- 
sultante de plusieurs segments portés par un axe est 
égale « la somme des mesures algébriques de ces seg- 
ments. | 
Considérons (âg. 8) les segments À B'OBOMCDA 
DE, portés par un axe rx/etileurresultante AE° 

Dire les cinq points À, B,C, D,E on a de 109) la 
relation 


AB + BC + CD + DE + EA — 0, 
ajoutons AE aux deux membres, il vient : 


AE — AB + BC-+ CD + DE + EA + ÀE. 


TV AT NS 
p' 


IQ" } 


_ Or(ns 107) 
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ns 


HAME 0, 
par suite, | 
AE — AB + BC + CD + DE. 


Ce qui démontre le corollaire, le premier membre 
étant la mesure algébrique de la résultante et le 
deuxième membre étant la somme des mesures algé- 
briques des segments. 


111. Application. — Etant donnés un axe xx et un 
point O appelé origine des abscisses, on peut définir 
la position d'un point M situé sur l’axe x'x en se 
donnant la mesure algébrique du segment OM 


Hieeents 


Fig. 15. 


_ En effet, dès que cette mesure algébrique est don- 
née on connait M. Ainsi, si on donne OM — 3, cela 
veut dire qu'il faut porter la longueur 3 à partir de 
O dans le sens positif. Si l’on avait OM=— 3, on por- 
terait la longueur 3 dans le sens négatif. 

Le segment OM est ce que l'on appelle l'abscisse du 
point M. | 


0 B A 


Fig. 12. 


Ceci posé, considérons un segment AB porté par 
un axe (fig. 12). | 
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Le théorème de Chasles donne 


Mais 


donc 
ADO OA: 


Cette relation est très importante. Le segment OA 
est l’abscisse de À, le segment OB est l’abscisse de B 
et la relation peut s'énoncer ainsi : 

La mesure algébrique d'un segment, porté par un 
axe, est égale a l'abscisse de l'extrémité diminuée de 
l’abscisse de l’origine. 

Et cela, dans tous les cas, indépendamment de la 
position des points. 


112. Projections. — On appelle projection ortho- 
gonale d'un point sur un axe, le pied de la perpendi- 
culaire abaissée de ce point sur l’axe. 

On appelle projection d'un segment sur un axe, 
le segment qui a pour origine la projection de l'ori- 
gine et pour extrémité la projection de l'extrémité du 
segment donné. 
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jection du segment AB, & et b'étantles projections des 
points À et B sur l’axe x'x. 


113. Théorème.— Lorsqu'un segment est porté par 
un axe, la mesure algébrique de la projection de ce 
segment sur un autre axe est égale au produit de la 
mesure algébrique de ce segment par le cosinus de 
l'angle des deux axes. 

1 Soient (fig. 13) deux axes Ox, Oy se coupant en O 

et un segment AB porté par l’axe Oy et qui se projette 

en ab sur l’axe Ox. Soit à l’angle des deux axes. 
Démontrons que l’on a la relation 


— 


ab — AB cos a, (1) 


| 


en grandeur et en signe. 

Il y a deux cas à considérer suivant que « est aigu 
ou obtus. 

1° à est aigu (lig. 13). — Menons par le point A, la 
droite AC, parallèle à l’axe Ox. Le triangle rectangle 
CAB, ayant son angle en À égal à 4, donne 


ab —= AC — AB cos «. 


4 La relation est donc vraie en valeur absolue; dé- 
montrons qu'elle est vraie en signe et pour cela mon- 
4 trons que les deux membres de l'égalité (1), qui sont 


égaux en valeur absolue, ont aussi même signe. 

Si AB est positif, ab est positif et, comme cos a 
est positif, AB cosz est positif. 

Si AB est négatif, ab est négatif et, cosx étant po- 
sitif, AB cos « est négatif. 


ÿ 
4 Donc, le théorème est démontré, dans ce cas. 
) 2 à est obtus (fig. 14). — Menons encore par À la 
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parallèle AC à l'axe UE Le triangle rectangle 


ayant son angle ÉAC 6 gal à 180° — x, on a, 


AC = ab — AB cos (180° — 4) 


Fig. 14. 


Mais le cosinus d’un angle est égal au cosinus de 
son supplément, changé de signe, donc 


COS (180°— à) —— cos à 
et l'égalité (2) s'écrit : 
ab = — AB cos x. 


Il en résulte encore que ab et AB cosasont égaux, 
en valeur absolue ; il nous reste à prouver qu'ils ont 
le même signe. | 

L’angle & étant obtus, cos x est négatif. 

Si AB est positif, ab est négatif et AB cos zest né- 
gatif; donc les deux membres #8 l'égalité sont néga- 
tifs. 

Si AB est négatif, ab est positif et AB cos & est Po- 
sitif; donc les te membres de l'égalité sont posi- 
tifs. 
La relation est donc vraie dans tous les cas en 
grandeur et en signe. 


LE” 
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114. Théorème des projections. — La mesure 
algébrique de la projection de la résultante de plu- 
sieurs segments sur un axe est égale à la somme des 

mesures algébriques des projections de ces segments 
sur cet axe, 

Soient (fig. 15) les segments AB, BC, CD, DE et leur 


résultante AE. RSR ces segments et leur résul- 
tante sur un axe «x. Les mesures algébriques des 
projections de AB, BC, CD, DE, AE sont ab, be, cd, 
de, ae. 

Le HÉorSne de Chasles ne 109) donne entre les 
points a, b,c,d,e, 


ae —ab+ be + cd + de, 


ce,qui démontre le théorème énoncé. 


| $ 2, — (COORDONNÉES. 
REPRÉSENTATION GRAPHIQUE D'UNE FONCTION 


115. Définition des coordonnées. — Etant don- 
nés deux axes rectangulaires, O x et O y, se coupant 
_en À et un point quelconque M dans le plan des deux 
axes, abaissons de M les perpendiculaires MP et MQ 
sur Ox et Oy (fig. 16). On appelle coordonnées du 
point M les mesures algébriques des segments OP et 

_ OQ qui sont les projections de OM sur les axes, 


n 1, ve C: 
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OP est l'abscisse et OQ l'ordonnée. 

On désigne, généralement, l’abscisse par x et | l'or- 
donnée par 7. 

Lorsqu'on énonce les deux coordonnées d’un point, 
on énonce d’abord 
l’abscisse et ensuite 
l’ordonnée : ainsi, 
lorsqu'on dit que M 
a pour coordonnées 
— 3 et 4, on entend 
par là que son abs- 
cisse est — 3 et son 
ordonnée 4. 

De cette défini- 
tion, il résulte que 
tout point M du plan 
a un seul système 
de coordonnées ; ré- 
ciproquement,étant 
donnés deux nombres quelconques x et y, il existe 
un point et un seul qui a pour coordonnées x et y. En 
effet, 11 n’y a qu'un point P, sur OX, telique 


|7 


Fig. 16. 


OP 


ce point est obtenu en portant sur Ox, à partir du 
point O, une longueur OP égale à la valeur absolue 
de x et dans le sens Ox ou dans le sens Ox’, suivant 
que + est positif ou négatif. De même, il n'y a qu'un 


point Q, sur 03 tel que 


0927 


Par suite, le seul point ayant pour abscisse + et 
pour ordonnée 7 est le point M d'’intersection de la 


cf DE 
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perpendiculaire en P à Ox avec la perpendiculaire en 
Q à Oy. Les deux coordonnées d'un point définissent 
donc, sans ambiguïté, la position de ce point dans le 


plan. 


116. Remarques. — Si le point M est sur l'axe 
Ox, son ordonnée est nulle ; et réciproquement. 

Si le point M est sur l’axe Oy, son abscisse est nulle ; 
et réciproquement. 
_ Les deux axes indéfinis x'x et y'y forment quatre 
angles autour du point O, que nous numéroterons 
(1), (11), (HI) et (IV), en commencant par l'angle x0Oy 
et en tournant toujours dans le même sens (fig. 16). 
Les signes des deux coordonnées x et y d'un point M 
dépendent de l'angle dans lequel se trouve ce point 
et on voit de suite que :. 


sLMsestdans angle" lon 4: x>0) y >0; 


— LP RO V0; 
—— LÉO 0: 
— AM SN P AETe T Ee 
D'où le tableau suivant : 

M œ 1 

Il 5 CE 

IT EuL: ge 

IIT ds ru 


Dans les angles, opposés par Le sommet, (I) et (TT) 
x et y sont de même signe ; dans les angles, opposés 


MR récent dù-cia) 0 OT À de) dd 
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par le sommet, (11) et (IV), x et y sont de signes con: 
traires. 

Réciproquement, connaissant les signes des deux 
coordonnées d’un point, on connaît celui des quatre 
angles dans lequel il se trouve. 


117. Symétries. — Si l'on considère un point M 
de coordonnées , y etle point 1 M' symétrique de M 
par rapport à l’axe Ox, ces deux points ont même 


abscisse, mais l’ordonnée de M’ est égale et de signe 
contraire à l A 


de M (fig. 17). En 
d’autres termes, si l’on 
change y en — y, le 
point M se change en 
son symétrique par 
rapport à l’axe Ox. 

De même, prenons 
le symétrique M” de 
M par rapport à l'axe 
Oy. Les deux points 
M et M” ont même 
ordonnée y etleurs abscisses sont égales et de signes 
contraires. En d’autres termes, si l’on change x en 
— x, Sans changer y, le point M se change en son 
symétrique par rapport à l’axe Oy. ( 

Enfin, prenons le symétrique M, de M par rapport 
au pointO. Les deux points Met M, ont leurs abscisses 
et leurs ordonnées égales et de signes contraires. 
C'est-à-dire que si l’on change simultanément x en 
— x ety en — y, le point M se change en son symé- 
trique par rapport au point O. | 


118. Changements de coordonnées, — Dans cer- 
taines questions, il est nécessaire, connaissant les 
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coordonnées d’un point par rapport à un système 
d’axes, de calculer les coordonnées du même point 
par rapport à un autre système d’axes. 

Pour trouver les formules de changement de coor- 
données qui résolvent la question, nous distingue- 
rons {rois Cas : | 


419. 1° Transport des axes parallèlement à eux- 
mêmes. — Soient (fig. 18), Oxy un premier système 
d’axes et O’x'y' un nouveau système d’axes parallèles 
aux .premiers et. dé 
mêmes sens. Prenons 
un point M dans leur 
plan; soient x,y Îles 
coordonnées de M par 
rapport au système 
Oxy et x’, y'ses coor- 
données par rapport 
au système O'x'y". 

Joignons OM, OM, Fig. 18. 

O0". one | 
Le segment OM est la résultante des segments O0 
et O’'M. En projetant sur un axe quelconque, on a 


donc (n°414). 
| proj. OM = proj. OO’ + proj. O'M. BA 


Soient « et b les coordonnées de 0”, 
Projetons les trois segments sur l’axe Ox ; 


_ Ne DÉS OME=PT; 
# | HIDE; 
; pro]. OM — Tr! $ 


{ 


4 
4 d ’ 
| et, en portant ces valeurs dans l'égalité (1), on a 


GG, +. 


.! 


‘ 
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En projetant les trois segments sur l’axe Oy, ona 


proj. OM = y, 


DUO 0): 


DIOTAO NETUÉS 


Ce qui donne, en vertu de l'égalité (rt): 


y 0e EU 


On a donc les formules 


LG EX) 
LD + y'!,) 


vraies pour toutes les positions du point M. 


420. »° Rotation des axes autour de l'origine. — 
Soient (fig. 19) Oxy un premier système d’axes et 


Fig. 19. 


Ox'y' un nouveau sys- 
tème obtenu en faisant 
tourner le premier au- 
tour de l’origine d’un 
angle &. Prenons un 
point M dans leur 
plan; soient x,7 les 
coordonnées de M par 
rapport au système 
Oxy et x',y' ses coor- 


données par rapport au système Oxy. Menons 
MP perpendiculaire à Ox' et MQ perpendiculaire à 


Oy'. Par définition, 


OP = x’ et OQ — y. 


Le segment OM est la résultante des segments OPet 
PM ou des segments OP et OQ, car PM = OQ. 


COORDONNÉES 


En projetant sur un axe quelconque, on a donc 


(n° 414) : | 
proj. OM — proj. OP + pro. OQ. (1) 
Projetons sur l’axe Ox ; nous aurons : 


DAOTSUNLESS CS 
Les Une ii 
HO =O RES OP) = TT eos. 
en vertu du théorème du n° 413: 
ete | 
pro]. OQ=OQ cos(x0y')—=7y" cos (4 +90°)——7Yy'sinx. 


En portant ces valeurs dans l'égalité (1), on a 
DE LICOS À 1 SINLX. 


En projetant les trois segments sur l'axe Oy, on a 


DPOIRONUEE TES 


EEE lee 
pro]. OP = OPcos (x'Oy) = x' cos (90° — 4)—= x’ sin, 
Less ARS 
HO OO OO C0 (7 O7) =yNCOS Se 


- En portant ces valeurs dans l'égalité (1), on a : 
y —=xX" Sin x + 7y'cos «. 
a nt 00h 
On a donc les formules 


x —X COS4 — 7" Sins, | Un) 
y = x! sine + y'cose. | 

121. 3° Cas général. — Soient (fig. 20) Oxy un 
premier système d’axes et O'x'y! un nouveau système 
d’axes placés d’une manière quelconque par rapport 
aux anciens. Par le point O0’, menons un système 
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d’axes 0x parallèles aux premiers et soit & l'angle 
qu'il faitavec le sys- 


tèeme Orre 
Soit M un point 
du plan, x,y ses 
coordonnées par 
rapport au système 
Oxy, xs y, Ses coot 
données par rapport 
au. système OX,y. 
etx',y' ses coordon- 
nées par rapportau 
système O'x'y". Pour passer du système de coordon- 
nées Oxy au système O'x,y,, on emploie les formules 
(1) (n° 419) et on a, O' ayant pour coordonnées & et  : 


1H EAE 2) + x} (1) 
y = d AU 


Pour passer du système O'x,y, au système Oxy, » 
on emploie les formules (HD) (n° 420) et on a: 


X;—X,.C08 a — y" SIN o, } (2) 


yi— rISin ay .Cos a 

En portant ces valeurs de x,,7, dans (1), il vient 
x = à + x! cos à — y" Sin 6, ) (1) 

y—= b + zx'sina+7y cosu, 


qui sont les formules générales cherchées, fournis- 
sant les coordonnées d’un point dans un système 
d'axes quand on connaît ses coordonnées par rapport 
à un autre système d’axes. | 


122. Représentation graphique d’une fonction. 
— Soit f (x) une fonction de la variable x. Désignons 
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par y la valeur de la fonction qui correspond à Æ va- 14 
leur + de la variable. a: 
L'égalité 


y —=$f (x) de. 


fait correspondre, en général, à chaque valeur de x ‘3 
une valeur pour 7 (en tout cas un nombre limité de 4 
valeurs de y). 

Ceci revient à dire que, si on considère dans un +100 
plan deux droites rectangulaires Ox et Oy, il existe, 
sur toute parallèle Pz (fig. 21) à Oy, d’abscissex==OP, 
un point M dont l'or- 
donnée y est égale à 
Fa). 

Lorsqu'on fait va- 
rier % de — co.à -k 00, 
le point P décrit tout 
ARC TIR des MENT 
æ,.ét le! point M; de 
Pz, décrit un lieu 
véometrique, une 
courbe CG. Cette courbe 
Cestce qu’on appelle 
la courbe représenta- 
tive de la variation de 
La fonction. 

Donc, la courbe représentative de la variation de la 
fonction est une courbe telle que tout point M de Ia 
courbe, d’abscisse x,a précisémentcomme ordonnée 7 
la valeur correspondante de la fonction f (x). 

Nous avons supposé qu'à toute valeur de x cor- 
respondait une seule valeur de y; mais il peut arri- 
ver qu'à une valeur de x correspondent plusieurs, 
par exemple deux, valeurs de y; alors, sur toute paral- 


Fig. 21. 
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lèle Pz à oy, il existe deux points P’ et P” dont les 
ordonnées y sont 
égales aux valeurs de 
fix)(fig.22).Lorsqu'on 
fait varier x de — 
à + , le point P dé- 
crit tout l’axe Ox de x! 
vers æ et les points4E! 
et P”’, décrivent un 
lieu géométrique, une 
courbe C qui est la 
courbe représentative 
de la variation de la 
fonction. La courbe a deux branches, l’une AP'B 
décrite par le point P et l’autre AP'B décrite par le 
point P”. 


Fig. 22. 


123. Equation d’une courbe. — Etant donnée une 


courbe C, il existe entre les coordonnées x,7y, d’un 
point M de la courbe (fig. 21) une certaine relation ; 
cette relation est ce qu’on appelle l'équation de la 
courbe. 

En effet, considérons une courbe C (fig. 21) don- 
nons-nousun nombre x quelconque etportons sur axe 
Ox, OP = x; parle point P,menons Pz parallèle à Oy ; 
cette droite coupe la Re C en un point M. Mesu- 
rons PM et soit y sa valeur, qui est l’ordonnée du 
point M. À chaque valeur de x, nous faisons ainsi 
correspondre une valeur de y et, par suite, nous défi- 
nissons une fonction y de la variable x. 

Donc, entre æ et y il existe une relation; cette re- 
lation est l'équation de la courbe. 

Il peut arriver que la parallèle à Oy coupe la courbe 
en plusieurs points (fig. 22). À chaque valeur de x 
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correspondent plusieurs valeurs de y. La fonction 
est à plusieurs branches. 

Dans ce cas, la relation qui lie x et y n’est pas en 
général résolue ou résoluble par rapport à y. La 
fonction 7 est donnée sous forme implicite (n° 4). 


124. Resume. — Toute fonction peut être repré- 
sentée par une courbe et, réciproquement, toute 
courbe représente une certaine fonction. 

La relation qui lie les coordônnées x, y, d’un point 
quelconque de la courbe est l'équation de la courbe. 

On peut donc dire que l'équation d'une courbe est 
la relation qui est vérifiée par les coordonnées d'un 
point quelconque de la courbe et qui permet de cal- 
culer l'ordonnée y d'un point de la courbe quand on 
connait son abscisse x. 


425. Image de la variation de la fonction. — La 
représentation graphique de la variation d’une fonc- 
tion par une courbe donne une image de la variation 
de la fonction qui permet de suivre facilement le 
sens de cette variation. 

Prenons, sur l’axe Ox (fig. 21) OP = 47 LOTEQUE 
varie de — © à + ©, le point P décrit tout l’axe 
x'x de gauche à droite. Si la fonction croit, sa valeur 
numérique augmente en même temps que x, l’or- 
donnée PM du point représentatif M augmente et le 
point M s'élève, la courbe monte. Lorsque la fonc- 
tion décroit, l’ordonnée PM diminue, le point M 
s’abaisse et la courbe descend. 

Donc la courbe monte ou descend (de gauche à 
droite) suivant que la fonction croit ou décroit. 

Ainsi, dans la figure 21, lorsque le point P va de 
P' en P, la courbe monte ; donc la fonction croit, 
quand x croît de la valeur x = OP à x — OP. 


! 


COURS DE MATHÉMATIQUES 


Au contraire, de P en P/, la courbe descend ; donc 


la fonction décroît, quand x croit de la valeur + — OP 
à la valeur OP e 


126. Exemple. — Comme exemple, indiquons la courbe repré- 
sentative de la fonction 
Y= a +x +, 


en en construisant quelques points. 
Pour faire aisément le tracé d’une courbe, il est commode d’em- 
ployer un papier quadrillé (fig. 23) sur lequel on trace deux axes 


D A PL D 


ENS 
RSR Ur 
ER ET 


Ox, Or. Le quadrillage sert à marquer plus facilement les points de 


cotes rondes, c’est-à-dire les points dont les coordonnées sont des 
nombres entiers. 


Donnons à + des valeurs entières : 


pour x ——72, on a: ÿ — 3 ce-qui donné le point À : 
L'ETÉ MES 
es Mes 
VIRE NE 
Mere OT 1 Ad Va 


"a LAN) ri L PÉRES EE 
LA DROITE | 101 


En joignant tous les points obtenus par un trait continu on a une 
idée générale de la courbe représentative de la fonction, 
La fonction a un minimum ; prenons sa dérivée : 


dy 


—— = 2x : 
dx + I 2? 
elle est nulle pour z=— —, 
2 
I : ST 
Donc pour x — — F3 la fonction est minima et la valeur corres- 
pondante dey est 
£ I I 3 
= -— — — Re 
4 2 4 
Le point le plus bas M de la courbe a donc pour coordonnées 
ie, à 
— — C6 "1e 
2 4 


Nous verrons plus loin que cette courbe est une parabole, 


$ 5. — LA DROITE 


427. Equation d’une droite. — Toute droite est re- 
présentée par une équation du premier degré entre x 
el y. 


Pour le démontrer nous examinerons, successive- 
ment, plusieurs cas, 


128. 1° Drorte paral- 
lèle à l'axe Ox(fig. 24). 
Soit AA’ une droite 
parallèle à Ox et soit B 
le point, d'’ordonnée 
b, où elle coupe l’axe 
Oy,ona ÔB — 9. Soit 
M un point quelcon- 
que situé sur la droite; pour avoir son ordonnée 
abaissons la re sur Oy : c'est MB; donc 


MP. 


JAN 
Fig. 24. 


x En FETE LAN te ts ht eé sdaeg LPS ER So RS CARS 
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son ordonnée est OB et on a : 


TUE 


C’est LÉ de la droite, car c’est la condition 
nécessaire et suffi- 
sante pour que le 
point M soit sur cette 
droite. 


129. 2° Droite paral- 
lèle à Oy (fig. 25). 

Soient AA’ une 
droite parallèle à Oy 
et B le point, d’'abs- 
cisse &, où elle coupe 
l’axe Ox,on a OB— a. 

Soit M un point 
quelconque situé sur la droite, son abscisse est évi- 
demment a, on a donc 


Y° 
Fig: 25) 


X — à 


et c'est l’équation de la droite. 


130. 3° Droite passant par l'origine des coordon- 
nées. | | 

Soit (fig. 26) une droite OZ passant par l’origine O 
-et faisant avec l’axe Ox un angle «. Prenons sur la 
droite un point M de coordonnées Ÿ y AUDE 
OP = x et 0Q — y. | 

Projetons OM sur l'axe Or, on à 


ROME ER ARR 
t—OMicos (z01) =10M cos: 
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Projetons OM sur l'axe Oy, on a 


M cos (90° — a), 


3 | | Fig 26: 


divisant membre à membre les égalités (1) et (2) on 


en tire. 
sin 
ds COS « 
D'où 
y —xtg o. (3) 

C’est l'équation de la HUE 

Posons 
— Î{g 9; 


m est ce que l'on appelle le coefficient angulaire. 

Le coefficient angulaire est donc la tangente trigo- 
nométrique de l'angle qe forme la droite avec 
Hare OT. | 

L'équation (3) devient alors 


YEUX; 
en, 


| Telle est équation d'une droite quelconque pas- : 
sant par l’origine. 
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131. 4° Cas général. La droite est quelconque. 
Soit une droite D (fig. 27). Menons par l origine la 


Fig. 27, 


droite Oz parallèle à la droite D, et soit 4 l'angle 
de Oz avec l'axe Ox. Posons 


m — Îg da, 


m est le coeflicient angulaire de la droite D. “4 
La droite Oz passant par l’origine a pour équation 


YI= MX, 


ù ce qui veut dire que l’ordonnée de tout point de 
‘1% cette droite s'obtient en multipliant son abscisse 
à par 7n. Me | 
Soit alors B le point où la droite D rencontre l'axe 


Oy et soit OB — n. 

Prenons sur la droite D un point quelconque M, de 
coordonnées x, y ; menons MP perpendiculaire sur 
Ox et soit M, le point où cette perpendiculaire coupe 
Oz, /on:a | no "4 


y =PM=PM, +M,M. (1) 


LA DROITE 


Or, PM, est LL ordonnée du point M, et ce pointétant 
situé sur Oz. son ordonnée est doales à son abscisse, 


D quiiciestOP— x, multipliée par m, On a donc : 

+. EM — NX, 
1 D'ailleurs, | 71 

4 « MM—OB=— n, 2 
car la figure OBMM, est un parallélogramme. On en . 390 
à conclut, | 


Y—=MX + NN, 
D te 


ce qui est la condition nécessaire et suffisante pour 
que le point M soit situé sur cette droite. | 

$ 132. — En résumé, l'équation d’une droite est une 
à équation du premier degré en «x et y. Sa RATE géné- 
l rale est donc : 


Ax + By + C—=o, 
Reciproquement, toute équation de la forme : 
| Ax + By +C—o (1) 


représente une droite, 
D'abord, si B est nul, cette équation s'écrit 


CAY Lo + C = 6 
G + \ te 
> L = — A , _ a a) 2 
€ +, 
À d\ ee f à SR CU 
QE PEER AN LENS 
PRET A À 
en posant 
# : @ A 7 
pau ; 


Cr est donc De ation (n° 429) d’une droite parallèle 
à Oy. 
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En second lieu, si B est différent de zéro, on peut 
résoudre l’équation (1) par rapport à y et l'écrire 
sous la forme 


Y = MX + N, 


en posant : 


Or ceci (n° 131) c'est l'équation d’une droite qui 
fait avec Ox l'angle « tel que 


iga— m 


et qui coupe Oy en un point d’ordonnée n. 
n est ce qu’on appelle l’ordonnée à l’origine de la 
droite. | | 
En particulier, si n est nul, l'équation (2) se ré- 
duit à | 
IN 


et la droite passe à l’origine (n° 130). 
Et si 2 est nul, l'équation (2) devient : 


Y=MN,: 


la droite est parallèle à Ox (n° 128). 


133. Coefficient angulaire d’une droite, pente.— 
Comme nous l'avons défini plus haut, le coefficient 
angulaire d'une droite, est la tangente .trigonomé- 
trique de l'angle qu'elle fait avec Ox. 

Si on considère Ox comme un axe horizontal et Oy 
comme vertical, on peut encore dire que le coeflicient 
angulaire, c'est la pente de la droite. | 

On sait, en effet, que la pente d’une route est le 
quotient de la hauteur dont on s'élève verticalement 
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par la distance dont on avance horizontalement en se 
déplaçant sur la route. Dire qu'une route a une pente 
de à p. 100 (ou 0,05), c'est dire qu’elle s'élève de 
> centimètres par mètre parcouru horizontalement. 
Si dans la figure 26 on considère Ox comme une 
horizontale et Oz comme le profil d’une route, la 


pente est 
MP 


Cine te 


c'est bien le coefficient angulaire. 


: 4 134. — Il résulte de ce qui précède (n° 132) que 
k lorsqu'on connaît l’équation d’une droite, son coeffi- 
N cient angulaire est égal au coefficient de x dans 
; l'équation résolue par rapport & y. | 
és Quand une droite est parallèle à Ox son coeflicient 
À angulaire est nul, car l'angle & que fait la droite avec 

; Ox étant nul, tgx est aussi nulle. 

{ Lorsqu'une droite est parallèle à Oy onpeut dire que 

son coeflicient angulaire est infiniment grand. Car à 


& étant égal à 90°, sa tangente est 

k infiniment grande. 

E _ Si une droite va en #montant, de 

À gauche à droite, l’angle « est aigu 

; (fig. 26), sa tangente est donc po- 

ü sitive et le coeflicient angulaire Finiun 


est, par suite, positif. 

Au contraire, si une droite va en descendant, de 
gauche à droite, l'angle z est obtus (fig. 28), sa tan- 
gente est négative et le coeflicient angulaire est néga- 
tif. 

F. 435. Problème. — Construire une droite donnée par son équa- 
tion. Soit, par exemple, la droite qui a pour équation 


2m - Yi — 0: 
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On connaîtra la droite lorsqu'on connaîtra deux de ses points, 
Donnons donc à æ deux valeurs quelconques et cherchons les valeurs 
correspondantes de y. Nous déterminerons ainsi deux points qu'il 
suffira de joindre pour avoir la droite demandée (fig. 29). 

Pour T0, On 470, ce qui donne le point À 


PTE AL, CD y 0 » B. 


La droite est donc AB 
(fig. 29). 


136. Condition de 
parallélisme de deux 
droites. — Pour que 
deux droites soient 
parallèles il faut et 
il suffit qu'elles aient 
méme coefficient an- 
gulaire. 

En effet, deux droi- 
tes parallèles font le 
mème angle avec l’axe Ox, les tangentes trigonomé- 
triques de ces angles égaux sont égales et, par 
conséquent, les coefficients angulaires sont égaux. 
La réciproque est évidemment vraie. 


Fig. 29. 


Ainsi les deux RAT qui ont pour équations : 


VE DT Te, = 57 — 6. 


sont parallèles, 


134; Equation d’une droite passant par un point 
et parallèle à une direction donnee. — Soit À 
(fig. 30) un point de coordonnées x,, y, et soit D la 
direction donnée faisant avec l'axe Ox unanglea. 

Posons TRIAL 


L’équation de la droite rente à D sera de la 
forme 


cY—=MX + Nn, | (1) 


LA DROITE 


où le coefficient angulaire » est connu puisqu'il est 


f. égal à celui de D (n°136) et où x est inconnu. Calcu- 
+ lons n. 
i Puisque la droite it 
À passer par le point A ; les 
É coordonnées du point A #42 
| doivent vérifier l’équation “10 
| (1)etona 2 
4 | H=mr+n ee 
11 : { es 
LA d'où s ! 4 
À ; n—=Y, —MX,. Fig. 30. me. 
En portant cette valeur dans l'équation (1), il vient "7 
4 . 
4 Yo MAY, MX; «iè 
ce qui peut s’écrire ee 
4 CRUE = 1m o — x ). à 
{ C'est l'équation arte <. 
4 198. Équation de la droite qui joint deux points. A 
| — Soit un point À dont + 
L | HEIN Th les coordonnées sont x, +04 
24 2 < $ We” 
"AE, y, etun point B dont les 652 
Ve coordonnées sont #,, Y, " 4 
ï. La’ droites cherchée “ 
passant par le point À, 22 
D son équation est de fe ne 
D >: LEZ ; forme qi 157%: 5e 
1 * | k : Fig. Su « y Gare, Yi—=m (x — x) (1) al 


où »?, le coefficient angulaire, est inconnu. 


er te Lee EL ÉTA 
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Pour calculer », exprimons que la droite passe au 
point B. Les coordonnées de B vérifient l'équation (1) 
ce qui donne la condition : 


Ya — Y= MX, —%,); 


Varia : 


XL, — X, 


TL 


\ 


Cette égalité exprime que: 

Le coefficient angulaire d'une droite qui passe par 
deux points donnés est égal au quotient de l'accrotis- 
sement de l’'ordonnée par l'accroissement de l'abscisse 
lorsqu'on passe d'un point à un autre. 

Portant cette valeur de » dans l'égalité (r), il vient 


qui est l'équation Je 
Elle peut encore s’écrire sous la forme plus symé- 
trique : 


Len RE et 
Y2— Yi FER EE 


439. Exempzes. — Trouver 
l'équation de la bissectrice 
de l'angle xOy. 

Soit OB cette bissectrice 
(fig. 32); elle passe à l'ori- 
gine, son équation sera de 
la forme (n° 130) : 


Fig.#32. 
Ne MT) (x 


m étant le coefficient angulaire. Or m est la tangente de l'angle 
formé par la droite OB avec l’axe Ox qui est égal à 45°. 


Donc LL mil Ed Ne 


LA DROITE 
et l'équation (1) devient 
| Vt 
C'est l'équation cherchée. 


Trouver l'équation de la bissectrice de l'angle yOx’. 
Soit OB' cette bissectrice (fig. 32); son équation est de la forme: 


Men MX: (1) 


Ici m est la tangente de l’angle formé par la droite OB' avec 
l'axe Ox ; or 


PA | 
B'Ox — 45° + go° — 180° — 450, 


À RAD 
puisque HOT 450 
Donc 
m —tg (1800 — 450) —— tg 459 — — :; 


car les tangentes de deux angles supplémentaires sont égales et de 
signes contraires, et l'équation (1) 


devient 54 


Y—=—x. 


C’est l’équation cherchée. 
Trouver l'équation de la droite pas- 
sant par les deux points, À de coor- 
données 2 eto et B de coordonnées o 
et 1 (fig. 33). | 
L'équation de la droite qui joint deux points est- de la forme 


(n° 138). 
| ne DRE € run € 
DD IDOUTIE POIL AT) — 2, ÿ; —0et; pourle point BY —0; 


Puel 
Ce qui donne, en portant ces valeurs dans la relation (1), 


A ET TR LE 1 (1) 


* 


nn lt 


= 
Qu = 2 gun 


4e 2 
X 49, 


& 
— 


our x + 2ÿ — 2—0. 
C’est l'équation de la droite AB. 
140. Droites perpendiculaires, — Soit 


DETTE 
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une première droite D (fig..34) et soit 


\ 


REA 


une seconde droite D’. 
Cherchons à quelle 
condition elles sont per- 
_pendiculaires. 
 Soital’angle deDavec 
l'axe Ox, on a 


Te to Œ. 


TT La droite D’ perpen-. 
diculaire sur la droite D 
fait avec Ox un l’angle « + 90°, donc 


n/ — tg (90° +-4),: 
n/— — tg (180° — 90° — «), 
m'— — ig (90° — «), 


et, enfin, 


mm — — cot «. 


Mais 
LOUE 


Donc 


On a donc finalement 
MM —= — 1, 


qui est la condition cherchée. / 

Pour que deux droites soient perpendiculaires l’une 
sur l'autre, il faut et il suffit que le produit de leurs 
coefficients angulaires soit égal à — x. 


LE 


LE CERCLE 


141. Equation de la perpendiculaire abaissée d’un 
point sur une droite, — Soit une droite D (fig. 35) 


Y—=ML+Nn 


et soit un point À de coordonnées «,,y7,. Cherchons 
l'équation de la droite D’ 
passant par le point A 
et perpendiculaire à la 
droite D, 
La droite D'passant par 
le point À, son équation 
est de la forme (n°137) 


y—y=m(x—x), (1) 


_m/ étant son coefficient Fig. 35. 
angulaire. 
Les deux droites sont perpendiculaires. On a donc 


entre leurs coefficients angulaires la relation (n° 140) 
MN = —1 
d’où on tire 


M —= ——. 
m 


Cette valeur portée dans la relation (1) donne 


‘ 


I 
D han at as 


qui est l'équation cherchée. 


$ 4. — LE CERCLE 


442. Distance de deux points, — 1° cas. Dis- 
tance d'un point à l'origine des coordonnées. — Soit 
un point M de coordonnées x,y (fig. 36). 


BourLerT. Cours de math, 


= COURS DE MATHÉMATIQUES à 
Abaissons du point M la perpendiculaire MP à Ox : 
on à D | 


TOP rx) PME 


Le triangle rectangle OMP 
donne 


| OM — OP +PM', 
Fig. 36. | OM = 2 + ÿ°: 


Si on pose OM — d, on a donc 


DT EU 


C'est la formule qui donne la distance 4 cherchée. 


143. 2° cas. Distance de deux points quelcon- 
ques. — Soit M’ un 
point de coordonnées 
æ',y' et soit M un se- 
cond point de coor- 
données #, y (fig. 37). 
Menons par M'unnou- 
veau système d’'axes 
M'x,, M'y1, parallèles 
aux premiers et de | 
même sens, et soient Fig. 37. 
L1, Ya, leS coordon- 
nées de M par rapport à ces nouveaux axes. M étant 
la nouvelle origine, les formules de changement de 
coordonnées donnent (n° 419) : 


RTE, | RU 
À — 1! \ s (1) 
10 D'ou 


Or, si d'est la distance des deux points M et M’, on 


L 


” C'est l'équation du cercle. -: 


LE CERCLE 


a, d’après le premier cas, 


d = vi + pi. | (2) 


Les relations (1) donnent 


et ces valeurs portées dans la formule (2) donnent 
P=(x—r) + (y y}. 


C'est la formule qui donne 
la distance d cherchée. 


_ 144. Équation du cercle. — 
1 cas. — Le centre du cercle 
est l’origine des coordonnées. 

Soit (fig. 38) un cercle de Fig. 38. 
centre O et de rayon R. Pour 


qu'un point M de coordonnées x,y soit sur le cercle, 


il faut et il suffit que l’on ait 


ou 


Mais (n° 442) on a 
| OM = 4° + y? ; 
on en déduit 
x? + y = R*, 
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145. 2° cas. Le centre est quelconque. MENT ES 
Soit (fig. 39) un cercle de centre C, dont les coor- 
données sont &« et b, et R son 
rayon. | 
Pour qu'un oint M de coor- 
données x,y soit sur le cercle, 
il faut et il suffit que l’on ait 


Fig. 39. 
Mais (n° 143) on a 
CM = (x — a} + (y —0); 
donc, pour tout point du cercle, on a: 
Ce — a) +(y— 0 =? 


C’est l’équation du cerele. 
Développons-la; elle s'écrit : 


LR Y— 2aR— B0YEE LEP NE 0; 


DA 


Si on pose 


: À + b? Led: R° — €, 
elle prend la forme 


2° +y — 2ax—20y +vc— 
146. — Réciproquement, toute équation de la 
me (1) représente un cercle. 
En effet, si on pose 


ce —= «a? + b? — R*?, 


LA PARABOLE 


on en tire pour R une valeur bien déterminée 


R—V a + bp — C; 


et en remplaçant c par cette valeur dans l'égalité (1), 
elle exprime que le carré de la distance CM est égal 
à R°; donc que CM— R ou que le point M est sur 
un cerele dont le centre est le point C de coordon- 
nées a et b et dont le rayon est ne 


LS 


Exrsbr. — Soit l équation : 
a? + y — 0x + 4ÿ + iZ—= oo. (2) 
Elle est de la forme (1). Elle re- 


présente donc un cercle. 

Coordonnées du centre: Comparant 
(r) et (2), on a, en égalant les coeffi- 
cients de x, 


—2a4a— —2 d'où a =: 
et,.en égalant les coefficients de y, 


— 2h —4, d'où b——; 


DR En, 
Tr 


x et — 2 sont donc les coordonnées 
du centre C (fig. 40). 


RS Se SC ed 4 0 AL dd die 


Rayon : On à Em à 

R — Va Hbc, # 
4 R= Va V— V — 6 2 . 
4 Connaissant le centre et le rayon on peut construire le cercle ‘16s 
‘ (fig. 40) et l’on voit qu’il est tangent en A à l’axe Ox. ‘10 
4 bee 
E $ D. — LA PARABOLE +4 
; + ALT. Équation de la parabole rapportée à son 10 
u À 
} axe et à la tangente au sommet, — Soit une para- À 
l ## 
| bole définie par son sommet O, son foyer F et sa di- 
| rectrice DD’ (fig. 41). V1 
k # ( S. 4 L had : 4 
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Prenons pour axe Ox la tangente au Sommet et pour 
axe Oy l'axe même de. 
= la parabole, le sens 
positif étant dirigé 
vers l’intérieur de la 
courbe. 

Soit M un point de 
la parabole de coor- 
données x et y. 

Menons la perpen- 
diculaire MH sur la di- 
rectrice DD”. 

Le point M étant sur la parabole, on a 


MH —=MEF 


Fig. 41. 


ou 
MH —MF . 
Le paramètre est la distance FA du foyer à la direc- 
tice, appelons-le p. Les coordonnées de F sont alors 
p | 
2 


o et celles de À sont. o et — L 


On a (n° 143) | PA 


Abaissons MP perpendiculaire sur Oy. 5 
La figure HAPM étant un parallélogramme, on a: | 


Mais 


d’où 
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Égalant les deux valeurs de MH? données par les 
relations (1) et (2), on a : 


PVO À AE 
Re re). 


Développons les deux membres, il vient, en sim- 


plifiant : | 
2p7 EG (3) 


ce qui est l’équation de Ia parabole donnée. 
En résolvant cette équation par rapport à y, on la 
met sous la forme : 


L 2 
ir de (4) 
448. — Étant donnée cette équation, ilest facile de 


trouver celle d’une parabole ayant comme axe Ox la 
tangente au sommet de la courbe et comme axe O7 
l’axe lui-même de la courbe, 
mais le sens positif étant 
dirigé vers l'extérieur de la 
parabole. 

Soit, en effet, la parabole 
P (fig. 42) et sa symétrique P’ 
par rapport à l’axe x. Si M’ 
est un point de la parabole P’ 
ayant des coordonnées x et 


y; Son symétrique M situé Fig. 42. 
sur la parabole P aura pour 
coordonnées x, — y (n° 1117). Il en sera de même 


pour tous les points de la parabole P qui auront pour 

symétriques des points situés sur la parabole P’. 
Pour exprimer que Le point M de coordonnées x,—17 

est situé sur la parabole P il suflit d'exprimer que 


ue 7 én Hdt 98 


4 
UOTE, du doi". 


1 
vw: 


"A 


CRE 7 
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le point M' obtenu en changeant y en — 7 est situé 
sur P', Donc, connaissant l'équation de la parabole P', 


on aura l'équation de sa symétrique P en remplaçant 
y par —7y ce qui donne : 


149. Theorème. — La courbe qui représente la 
% à variation d'un trinôme du “éne degré est une para- 
#4 bole. 

à Démontrons, que la courbe qui a pour équation 4 


y—=ax ire FREE 


4? v?yAa { D Ah" 
. PR og À E ee). 
Ne. est une parabole. | pe 


| “ 450. Cas particulier. — Supposons d’abord : 
RENE 


La relation (1) devient | $ 


Yy—= QT". (2) 


C'est l'équation d’une parabole. 


n En effet, si a est positif, on peut poser 

É 6 

ir * à 
> Ca I 4 
Re. EE Ed (6): 


ep 


a ee a 
4 Le PROMETENIE DER 


p est donc un nombre positif, et l'équation (2) s'écrit : 


I 


; A 
Y= — *?; 


2P 


ce qui est (n° 147) l'équation d'une parabole à axe ver- 


tical et placée au-dessus de l'axe Or (is. 42, courbe P). 


Si a est négatif, on peut poser 


A = — 3 
2p 
d'où | 
I 
Lyse 24 


p est encore un nombre positif. 
L'équation (2) s'écrit alors : 


I 


2 
DER à 


2D 


j ; b C 
cr, 2 —— a 
y=a] x se Fe Fa pe 1 


Remarquons alors qu’on a l'identité, 


Dax. b 
(x+ A 17 


(4) 


ce qui est (n° 148) l'équation d'une parabole à axe ver- 
tical et placée au-dessous de l'axe Ox 
courbe P). 

151. Cas général. — Ts la be (1), mettons & 
en facteur, on à 


(Hp:42 


() 
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d’où on tire 


et, par suite, l’é égalité (5 


y=a (+= ve re 
mr] o 


Cela étant, considérons dans Le plan (fig. 43) le 
point À dont les coordonnées sont 


SRE 


ou 


{ b à 
LC = — a | | | | 
dat \ | Le 4 


l'équation (6) s'écrit | 
ÿ = (Dr) NAS) 


Transportons les axes 
parallèlement à  eux- 
mêmes au point À et 
soient «’,7'les nouvelles 

coordonnées dans le 

nouveau système; les 
formules de transforma- 
tion (n° 419) sont 


X= Li EX, 
Fig. 43. D Yi EUR 


ee. Ces valeurs portées dans la relation (5) donnent 


Y+y'=a CARS Me PUR ee 


LA PARABOLE LR SNTTS 


et, en simplifiant, 


UNS CL (8) 


La courbe représentée par l'équation (8) par rapport 
aux nouveaux axes Ax’, Ay', est une parabole ayant 
son sommet en la nouvelle origine À. Sa tangente au 
sommet est l’axe Ax'; elle sera tournée vers les y 
positifs si a >o et vers les y négatifs sa <o. - 

Le théorème est donc démontré dans tous les cas. 
L'équation | 


y = ax + bx + 0 


représente une parabole à axe vertical, dont l'ouver- 
ture est tournée vers les y positifs Si a est positif et vers 
les y négatifs st a est négatif. Les coordonnées du 
sommet Sont 


te Re 
FEV 24 | 
AAC 0 

RE 


H est inutile de chercher à retenir par cœur les 
formules qui donnent les coordonnées du sommet ; 
nous donnerons plus loin (n° 185) un moyen simple 
de les retrouver dans chaque cas particulier. 


152. Remarque. Connaissant l'équation d’une 
parabole à axe vertical, il est facile d’en déduire 
l'équation d’une parabole à axe horizontal. Prenons 
pour origine des coordonnées le sommet de la para- 
bole, pour axe Oy la tangente au sommet et pour 
axe Ox l'axe lui-même de la courbe (fig. 44). 

Si on compare, alors, ce cas au premier cas du 
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théorème précédent (n° 150), on voit quenl'axe port 
s’est changé en Oy et l'axe 
Oy en Ox. | | 


Pour passer de l’équation 


= 2py .() 


représentant une parabole à 
axe vertical à celle qui repré- 
sente une parabole à axe hori- 
zontal, il suffit donc de rem- 
placer dans cette équation x 
par y et y par «, ce qui donne : 


Fig. 44. 


y — 2PX. 
453. Exemeze. — L'équation 


D ET rene. 


représente une parabole à axe vertical et dont l'ouverture est tour- 
née vers les y positifs (n° 454). , ; 


Coordonnées du sommet. — On a 


ce qui donne le sommet A (fig. 45). 
Paramètre. — On a 


ÊL ‘ELLIPSE ET L'HYPERBOLE 


Le foyer estdonc'en F sur Ox, puisque AF — = et la directrice 


est la droite DD’ elle que FD' = — 


Fig. 45° 
4 22. | 
 . La tangente au sommet À est la parallèle menée par A4 Ox. Me 
è Points où la courbe coupe l'axe Ox. — Pour les avoir, il suffit de 74 
LA faire y — 0 dans l’équation de la courbe et on a 
1 x? — 3x + 2—0.,. k 47 


Les racines de cette équation sont 


eV PP AR ar Et Fe: 

MAN D Ci + 

La courbe coupe donc l'axe des æ au point P de coordonnées ES 
_1eto et au point Q de coordonnées 2 et o. 0 
Point où la courbe coupe l'axe Oy. — Pour x —o on à D Se L'AIR Life 

courbe coupe donc Oy au point I de coordonnées oet2. Der 

“: 20 


$ 6.— L'ELLIPSE ET L'HYPERBOLE 


|. à . 154. Ellipse et hyperbole rapportées a leurs axes. À EL 
__  — Soïent F et F’ les foyers d’une ellipse où d’une : 1 
dl hyperbole (fig. 46), M un point de l’ellipse ou de 
HEpperboles Joignons M à F et à F”. ‘à 
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On a, pour l’ellipse, 


MF +MF' bn. 24; 


et, pour l’hyperbole, 
MF —MF' = 24 


MF'— MF = 24. 


Posons 
Fig. 14014000 FEZSA 


On a, dans le cas de l’ellipse, 
DD 20 A OU MUC 
et, dans le cas de l’hyperbole 


DU = OC AIO 


455. — ARéciproquement, si un point M vérifie une 
relation de la forme ? 
+ME +MF — 20, (4) 


avec une combinaison de signes convenablement 
choisie, il est sur une ellipse si 


SX EUTE 
et sur une hyperbole si 


Remarquons, en effet, que si le point M vérifie une 
des relations (4), il ne vérifiera jamais la relation 


—MF—MEF — 24, 


car le premier membre, étant négatif, ne peut être 
égal au second qui est positif. Donc, si le point M 


# 


é * 1% < Ja ANR l 2 ah Li Lei À) 5h 
ane. PT He Le Ca \ : ? TE v # 
D" AS “ L SELLE Éd ke GE 2 
L \ ? \ 
û 
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vérifie une des relations (4) il vérifie soit(1), soit (2), 
soit (3). | # 
1” cas. Soit 24 > 20. Nous allons montrer que le 
point M vérifie la relation (1). 
Pour cela, prouvons que le point M ne peut vérifier 
ni (2), ni (3). Soit M (fig. 46) un point quelconque du 
plan, joignons M à F et à F’, le triangle MFF’ 


y donne 
AU ME P TE" à 
| CE 
| MF MF< FF. 
Mais 
DSC 
2 on a donc 


FE : : MF—MF'<o:c< a, 
| MF'— MF € 2c < 24. 


Donc MF — MF’ et MF’ — MF sont toujours plus 
petits que 24 pour tout point M du plan. 

Le point M, satisfaisant à une relation de la 
forme (4), et ne pouvant pas vérifier les relations (2) 
ou (3), vérifie la relation (1) et est sur une ellipse. 

2° cas. Soit 24 < 2c. Nous allons prouver que, dans 
ce cas, le point M vérifie la relation (2) ou la rela- 
tion (3). Pour cela, montrons que le point M ne peut 
pas vérifier la relation (r). 

Le triangle MFF’ donne 


MEF--MF'> FF! 
Mais 


on a donc 


ME + MF'> 06 24. 


LI 
d eA PT Dave dE ‘ A pat PAST 
LL Rd tt Re fe PNRRNES Dere, EC SR TE RE, 
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La somme MF + MF' est plus grande que 24, elle 
ne sera donc jamais égale à 24. Donc M ne peut pas 
vérifier la relation (1) ; il vérifie soit.(2) soit (3), et il 
est sur une hyperbole de foyers F et F’ et d’axe 
| transverse 24. 


156. — Ceci posé, 
prenons FF’ comme 
axe Ox et comme axe 
Oy, la perpendiculaire 
au milieu de FF’ 
(fig. 47). 
| Soit M, un point 
dans le plan, de coordonnées x et y. 


On a (n° 143). 


Fig ane 


MF'= Vx— ce + 


MF— ÿ{x+c) +y. 


Pour que le point M soit sur une ellipse ou une 
hyperbole de foyers F et F', il faut et il suffit, comme 
on vient de le voir, que l’on ait : 


+MF+MF— 20 


>: 


et, par suite, 


2 VRRTET 2 VO 2e. 


C’est l'équation de la courbe rapportée à ses axes. 
Faisons disparaitre les radicaux et pour cela iso- 
lons le premier radical | 


EVE TE g = EVE ++ 


puis élevons les deux membres de l'équation au carré. 


hi 
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Nous n'introduirons pas de solutions étrangères, 
puisque nous avons les signes (+) devant les ste 


Il vient alors : ETS oi rercree! V 


eh Mod 


Em Eu à te one Lee nr y: 


et, en développant, simplifiant, isolant le radical et 
divisant par 4. 


+aV(x+c)} += a +ex, 


Elevons les deux membres de l'équation, encore 
une fois, au carré et nous obtenons | 


[x +ce)}+y]= a+ 2acx + cr. 


Développons, simplifions et faisons tout passer 


dans le premier membre et il vient, enfin, 


Ge — C)a” new ER LA (a —c)=0, (1) 


équation commune à l'ellipse et à l’hyperbole : 
Sic<a on a une ellipse. 
Sic>a on a une hyperbole. 


‘ 


4517. Cas de l'ellipse. — On a, comme on sait, en 


a — © —= b”, + 


géométrie, 


. b étant le petit axe. 
L'équation (1) devient 


bx? + dy — ab? — 
qui peut s’écrire, en AIRENE par a*b?. 
, by Dr | 
APR VE O0 (2) 


me 
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C’est là l'équation de l'ellipse rapportée à ses axes 


(fig. 48). 


158. Cas: de 
l'hyperbole. — Po- 
sons, comme en 
géométrie, 


Dre Pre: 


EL tétbte ue de- 
vient 

Pr + y | 

— a°b°? ==,0, 


52 
Fig. 48. 
ou en changeant les signes 
Dax — ay? — ab? — 0. 
En divisant par a°b°, on a enfin 


Uz : | 
Rp OL NE) 


2 


RS 


qui est l'équation de l’hyperbole RAA à ses axes 


(fig. 49). 
Lio MIononeureetse 


{, trouve facilement en 


menant par le sommet À 
de lhyperbolela perpen- 
diculaire AB à Ox, jus- 
qu'au point de rencontre 
avec l’asymptote. On a, 
comme on le sait, d’après 
la géométrie élémen- 
taire : Ne | 


AB = Dress LED RENE 0 


. 159. Équations des deux asymptotes de Lhy- 
Derbole: — 1° Equation de PRE OL (fig. 49). 


/ 


ER DS nn à 5 de ds ann ir ét UN 3 | 2'ésts Lis sd 
: ï \ es, 


Le. Teint dns et Li 
A b , ' ' n De 
: ' 
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Soit « l'angle de OL avec Ox, on.a, dans le triangle 


rectangle AOB, 
to Lu = == — Co Le { 
“ SE OA (42 \ 


b . ‘ . , 
est donc le coefficient angulaire de l'asymptote OL. 


Comme la droite OL passe par l'origine, son équa- 
tion est de la forme 


; : y = MX 


: b 
qui devient, en remplaçant »? par sa valeur —., 
an | | Fa 


qui est l'équation demandée. 

» Équation de l'asymptote OL!. Soit 4! l'angle 
de OL’ avec Ox; les angles « et à’ étant supplémen- 
taires, les tangentes de ces angles sont égales et de 
signes contraires, de même les coefficients angu- 
laires. Donc 


L'équation de la droite OL’ est alors 


< | 1 b TL 
= TT: 
ot Sens 


160. Hyperbole équilatère. — Dans l'hyperbole 
équilatère, l'angle z de l’asymptote OL avec Ox est 
égal à 45°, on a done 


MOTTE to HE =) 
._et, par conséquent, | 


PR ; 4 b - de À È x 
06 Ep Dee 1 el) D — A; 
1e GR 
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L'équation (3) 3) de l’'hyperbole devient ne 
b) 
et, en multipliant par «°, on a 
X—Yÿ— a —0, 21 (4) 


D EEE 
qui est l'équation de l’hyperbole RURALE rapportée 
à ses axes. 


161. Equation de l‘hyperbole équilatère rap- 
portée à ses asymptotes, — Considérons (fig. 50) 
une hyperbole équilatère et prenons comme axes de 


Fig. 50. 


coordonnées les deux asymptotes Ox, Oy. Soient Ox, 
07! les deux axes de l'hyperbole. | 


PAR 
On à LOTS 


Connaissant l'équation de l’hyperbole équilatère 
rapportée à ses axes Ox', Oy' (4), ! il est facile, par un 


nous obtenons : | #4 


L'HYPERBOLE ÉQUILATÈRE 


changement de coordonnées, de trouver son équation N 
rapportée à ses asymptotes Ox, Oy. 53 
Prenons sur la courbe un point M de coordonnées 4 
x',y" par rapport aux axes Ox',07' et de coordonnées +3 
æ,y par rapport aux axes Ox, Oy. ”. 


L'équation de l'hyperbole rapportée auxaxesOx',0y' 


est (n° 160) 2. "ss 


Ut E 0: (1) 


Les formules de changement de coordonnées, « 
étant l'angle de rotation, sont (n°420) : 


SOS De at 
_v—xcosa—y'sins, | 


Y—=xsinatycose, (Wa Su = | À 

D LE A À 
Ici on a « — 45° ; donc se, CET 
) > 


COSa— Sin ——\ + +7. 


et il vient Dr == 


Multiplions membre à membre ces deux égalités et 


L À 52 

Xy=— PRESSE 4 

2 - 

d'où ‘à 
LR UY = 22Y. HUE | Fe 

Or, pour tout point de l’hyperbole équilatère, a 4 
relation (1) est vérifiée, c'est-à-dire que lon a 6 


x? — y} — 4; 
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en portant cette valeur dans la relation (2 (2) on a donc 
auss1 : 


DR RE) 


qui est l'équation cherchée. 
Elle est de la forme 
L'JRAIRSS 


K étant une constante. 


162. — Réciproquement, une courbe ayant pour. 
équation 3 
zy = K 


est une hyperbole équilatère rapportée à ses asymp- 
totes car cette équation est de la forme(3), en posant 


On en tire la valeur du demi-axe transverse, 
a=K V2. 


163. Géneralisation. — La courbe qui &« pour 
équation | 

VE Rn (9 

où À, A’,B,B' sont des constantes, est une hyperbole 

équilatère He les asymptotes sont Pen aux 
axes de coordonnées. 


_ Pour démontrer cette proposition, nous a 
rons deux cas. 


164. Cas particulier. — Supposons d’abord 
A B:=0,. 
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L'équation (4) prend la forme simplifiée : 


B ; 
Si POSE Pin nous pouvons poser 


"(3 AN 
R: ‘ « | A! 
et l'égalité (5) s'écrit 
| | OUT 
ce qui est bien (n° 162) l'équation d’une hyperbole D. 
équilatère rappor- É 
tée à ses asymp- à 
totes. 
B 
Si ar est négatif, 
MIE, | 44 
nous poserons Ce es 
J Ë . ..H° a 
| B : RAA, Ne | Le 
5e QE C4 EE su 
A’ “à 
4 
et l'égalité (5) s’é- ‘ce 
crit : TS 
à Fig. 51. es 
-Soit, alors, M 54 
(fig. 51) un point de cette courbe de coordonnées ‘5f 
x et y; son symétrique M’ par rapport à Oy aura 7: 10 
, , ar , , = + 
pour coordonnées — x et y. L'égalité précédente qui “ 
s'écrit | Eh 
(— x) y = K° LS 


exprime que le point M’ est situé sur une hyper- 
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Dole H'{en pointillé sur la figure)rapportée à ses as yinp= 

totes et située dans les angles xOy et x'0y'. ILen ré- 

Me sulte que le point M est situé sur l'hyperbole H symé- 

5 trique de la précédente par rapport à Oy, c’est-à-dire | 

sur une hyperbole située dans les angles x'Oy etxOy. 
En résumé, dans les deux cas LéURALONEDES 

une RP Ole équilatère rapportée à ses asymptotes.. 


Elle est de la forme : 


ME 


1 64 L 


C étant une constante. Si C > o, la courbe est située 
dans les angles x0y et x'Oy'. Si C < o la courbe est 
située dans les angles x'Oy et x0y'. 


ExEMPLE. — La courbe 
I 
Y= — 


X 


est une hyperbole équilatère rapportée à ses asymptotes. Construi- 


y 


Fibe02: 


sons-la. Le sommet de l'hyperbole est sur la bissectrice de 


\ 


V !X SONT 


L'HYPERBOLE ÉQUILATÈRE 


l'angle xOy; les coordonnées du sommet sont donc égales : 


L—Y — I. 


Ce sommet est le point A (fig. 52). Le foyer s'obtient au moyen 
d’une construction facile ; on mène AD perpendiculaire à l'axe OA 


_et du point O comme centre avec OD comme rayon on décrit un 


arc de cercle qui coupe cet axe au point F : c’est le foyer. Du 
reste, la courbe peut se construire par points : 


I : 
pour x —2 ona y——ce qui donne À, 
3 LA 


I 


Ce RNA FE » B, 


et ainsi de suite. 


165. Cas général. — Dans le cas général, nous 


écrirons l'équation (4) sous la forme suivante : 


«A 


ra ia 


Y RE AZ B' re 

Fan à 
Dire. s 
B B! 7; Re 

A A A pr" La Ep L- 43 LE À 

q HS 7 1 À" À VA ’é Le  <0NR 

A B ' 

Ce X — A“ ÿ L£ ; ré | + 
ou, enfin, nier ñ : 700) 
RARTASE AS D ANATE Ai: À /RA' BA 

a # A NE a tige / : U À ! | A A ! À ‘À ; 1 

IX Neo — 2 

ET € —— Tr X et. 2! à 

L A / Le \i 

4 Pr Mer Feu pr { ee 1 “34 

Posons : ” Ko, ES AAC 
A5, — B' BAERX EN CG | pu 
un an mao 3 
Cu : . 1: FR # Læ . #4 

et l'équation s'écrit : 7 1000 
; (6) 4 
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Cela étant, transportons les axes de coordonnées 
parallèlement à eux-mêmes au point O’ (fig. 53) de 


Fig. 53. KUzE 
_ coordonnées x, et y,. Les formules de changement 
de coordonnées, sont (n° 419) 

(T—=X +X, 

( Y=Y + Y': : 
et l’équation de la courbe (6) devient, en rempla- 
cant « et y par leurs valeurs, 


$ 


PE 
RES V2 


ve 
Nous retombons dans le cas précédent. Cette équa- 
tion représente une hyperbole équilatère qui admet 
pour asymptotes les axes O’x’ et O'y. 
L'équation (4) représente donc, dans tous les cas 
une hyperbole équilatére dont les FAAARIQIES sont : 
la parallèle à Ox d’ordonnée 


Do 
et la parallèle à Oy d’abscisse 


CHAPITRE IV 


APPLICATIONS GÉOMÉTRIQUES DU CALCUL 
DIFFÉRENTIEL 


$ 1.— TANGENTES ET NORMALES 


166. Définition, — Etant donnés une courbe C, 
un point M sur cette courbe et un point M’ voisin de 
M, si, le point M restant fixe, le point M'se déplace 
sur la courbe en se rapprochant indéfiniment de M, 
la sécante MM’ tend, généralement, vers une position 
limite MT qu'on appelle la tangente à la courbe au 


point M (fig. 54). 


167. Theéorème.— Le coefficient angulaire de la 
tangente en un potnt 
d’une courbe, est la 
dérivée, en ce point, 
de l’ordonnée const- 
dérée comme fonc- 
ton de l’abscisse. 

e 

Soit (fig. 54) Mun 
point de la courbe 
C, de coordonnées 
x, y et M’ un point 
voisin de M. 

Quand on passe 
de M en M, l’abscisse x subit un accroissement Ax 
et l’ordonnée y subit un accroissement A y de sorte 
que les coordonnées de M’ sont x + Ax et y + AY. 


Y 


Fig. 54. 


TPE 
14 


ire Pr D CNE SE 


äf 


FE” Rd | x 
RS CORRE SAN à 
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Le coefficient angulaire de la droite MM' est donc 


À (n° 138) 

DE LATE) sy On 

M 

ii | Lorsque le point M'se rapproche indéfiniment de 
% M, la sécante MM’ a pour limite la tangente MT au 
‘ie point M. 

pe DA, Azx tend vers zéro et le coefficient angu- 
de. laire . de la sécante a pour limite la dérivée Se : 


Donc le coefficient angulaire de la tangente MT 
au point M de la courbe C est la RAS en M, de 
F; l’ordonnée considérée comme fonction de l’abscisse. 


168. Equation de la tangente en un point d’une 


Fe courbe, — Soit (fig. 54) un point M sur la courbe C 

x de coordonnées fixes +, y et soient X et Y les coor- 

nr données courantes d’un point quelconque de la tan- 

E gente MT au point M à la courbe. 

4 L'équation de la tangente MT, est celle d’une 4 
és. droite passant en un point M de coordonnées #, y, | 
2 elle est donc de la forme (n° 137) | 
à Y—y—=m(X —x). (1) 

4 D'ailleurs, »1 étant le GOSMISIENT angulaire de la 
; x tangente, on a (n° 461) 1 
Pt di 

“ RE 

ï et la relation (1) devient 

De 

à dy 

4 Y—y——-(X—x 

À dx | 

: ou 

4 Y—y—=y(X— x). 


C’est l'équation de la tangente. 
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REMARQUE. — Dans cette équation +,y et y sont des 
quantités fixes; X et Y sont les coordonnées variables. 


. 469. Exempce I. — Soit la parabole 
NE ee GER 


. Elle passe (fig. 55) au point M de coordonnées 1 et 3. 


Fig-55, 


Cherchons la tangente en ce point, Son coeflicient angulaire 


à OR 
MES ie 4 
ÉRADOUL ICE EL ON AU ; 18 
me 3. 4 
L'équation de la tangente en M est donc ‘ti 
(A 20 
D Huit) Re 
ou Te ne 
Y — 5x. ie 
Cette tangente passe par l’origine puisque son équation n’a pas à 5 
de terme constant (n° 430). C’est OM. ne. 


{ Sommet de la parabole. — La tangente au sommet de la parabole Sa 
1 1 ( x 
_ est parallèle à Ox, son coefficient angulaire est donc nul et on a 22 
| ne | "2 
d’où 4 
I | +30) 


HN EP le 


"2 
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I I 


Â 


fem OI On a = > + 
Or, pour & He ne ed r 


I 


doncx = —=r-ety— La sont les coordonnées du sommet de la 


2 Â 
parabole. 


. 470. Exempze IT. — Soit l'hyperbole équilatère 


Y= 


X 


rapportée à ses asymptotes (n° 164). 


Elle passe au point M, de coordonnées 1 et 4. Cherchons la tan: 
gente en ce point. Son Coethcient angulaire est 


et, pour x —1,0na 


Fig. 56. 


Y = — 4x +38, 


Construisons cette 
droite ; nousconnaissons 
un point M de la droite, 
cherchons-en un second, 
par exemple, le point où 
elle coupe l'axe Ox. Si 
onfaity —=0oonax—o. 
Donc la tangente coupe 
Ox en un point d’abs- 
cisse 2; c'est donc MT 
(fig. 56). 

Remarque. — On voit, 


.dans l'exemple précé- 


Ho que l’abscisse du point T est To de l’abscisse du point M, 


C'est là un fait général. 


D'où un moyen facile pour mener par un Pain pris sur une pe 


x 


perbole équilatère rapportée à ses asymptotes une tangente à la 
courbe : sur l’axe Ox on porte une abscisse double de l’abscisse 


PORE VE. 
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du point de contact et on joint ce point au point de contact; la 
droite obtenue est la tangente, 

Ceci prouve, d’ailleurs, que le point de contact M est le milieu 
de TT'; T et T'étant les deux points d'intersection de la tangente 
avec les asymptotes. 


171. Définition. — On appelle normale en un point 
d’une courbe, la perpendiculaire à la tangente en ce 
point. Le point de la courbe où on mène la normale 


est ce qu'on appelle le pied de la normale. 


Ainsi,soit(fig.57) 
une courbe C, pre- 
nons un point Msur 
cette courbe, me- 
nons Ja tangente 
MT ; la perpendi- 
culare MN à MT 
est la aormale à la 
courbe C. M est le 
pied de cette nor- 
male. 


AI mm 
Fig5 


172. Coefficient angulaire de la normale, — Le 
coeflicient angulaire de la tangente MT étant y', le 
coefficient angulaire de la normale MN qui lui est 
perpendiculaire (n° 440) est 


La normale est donc déterminée puisque l’on con- 
nait un de ses points M et son coefficient angu- 


: I 
laire — — . 
4 


173. Equation de la normale, — Soit (fig. 57) un 
point M de coordonnées fixes x, y sur la courbe C 


LA TL RS à 


& , 
A Pr 279 


Fe 
-n- 


Re 


ce Re A à 
DL Ne ET TA EAST 


MAT as 
PRE D TES 
RECENT EN 


n° 
À 
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et soient X et Y les coordonnées courantes d’un 
point M de la normale MN. 
L’équation de la normale MN est de la forme 


(n° 137) 


Y—y—=m(X— x). TE LUNE 3 


Mais » étant son coefficient angulaire, on a, comme 
nous venons de le voir, LE 


(X— x) 


ou, en multipliant les deux membres par 7", 
X—x+y (Y—y)—0 


ou encore, avec la notation différentielle, 


À di | ee 
X— x + SE (Y— y) = 0. 


x: rest vo k — . me TTRD 


C'est l'équation de la normale dans laquelle x, y 
et y’ sont des quantités fixes, X et Y sont ss coor- 
données variables. | 


174. Exempe. — Soit la parabole (fig, 58) 


De Te À , A LE NP 
PRE ee ME: 


x 


NT Er 
él LEE: 


rs] 
" 


RS PATE par 27 


CR 07 


POP SEE SRE TRE EE OPA 
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et l'équation de la normale MN est 
x 


Sous-normale dans la para- 
bole. — La normale MN coupe. 
l'axe des y au point N; cher- 
chons les coordonnées de ce 
point. L'’abscisse X est nulle. 

Faisons X — o dans l’équa- 
tion de la normale et il vient 


x 
P = 
LH [A \ \ xl 
d'où on tire "S\M4="4.) 3 N\S 
Y—7 EE Fig. 58. 


Menons par le point M la perpendiculaire MQ à l’axe Qÿ ; QN 
est ce À ‘on appelle la sous-normale. Or, on a 


QN = ON — OQ; 


et üK- — 0Q est la différence des ordonnées des HOT N et M, 
c'est done Y — y dont la valeur est P: | 
On a donc 


ON = pi 


Dans la parabole la sous-normale est constante et égale au para- 
mètre. 


$ 2. — RAYON DE GOURBURE. 


475. Definition. — Etant donnée une courbe T et 
un point M sur la courbe (fig. 59), menons la normale 
MN au point M et la normale M'N’ en un point M 
voisin de M. Ces deux normales se coupent en un 
point I. Imaginons que le point M’ se rapproche indé- 
finiment du point M, le point I se déplace sur la 


10 


Bourzer. Cours de math. 
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droite MN qui est fixe et à la limite, quand le point M 
se confond avec M, le point I vient occuper une posi- 
tion limite C. 

Le point C, ainsi 
obtenu, est le centre 
decourbure au point 
M; la longueur CM 
est le vrayon ae 
courbure. 

On appelle cercle 
decourbure au point 
M, le cercle de 
centre C et tangent 
à la courbe en M. 
| Généralement le 
cerele de courbure en nn point M d'une courbe tra- 
verse (fig. 59) cette courbe en M. Quand cela n'a: 
pas lieu, le point est appelé sommet de la courbe. 


Fig. 59. 


176. Calcul du rayon de courbure, — Soit une 
courbe T (fig. 59), prenons deux axes Ox, Oy et un 
point M sur la courbe de coordonnées x, y. ‘ae 

Le coellicient angulaire de la tangente en M est 
égal à 7’. : 

Prenons un point M' sur la courbe, voisin du 
point M. Quand on passe de M en M', l’abscisse x 
subit un accroissement Ax, et l’ordonnée y un accrois- 
sement A7y correspondant, de telle sorte que les coor- 
données de M’ sont (x + Ax) et (y + Ay). De même, 
le coeflicient angulaire de la tangente, quand on passe 
de Men M', subit un accroissement Ay', ce qui fait 
qu'au point M’ le coellicient angulaire de la tangente 
est (y'+ Ay'). 


Menons les deux normales aux points Met M'et 


+ 
\ 
LA 
‘ 
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soit | leur point d’intersection de coordonnées X 
gt ve | | 
Le point [I étant sur chaque normale, ses coordon- 
nées X, Y vérifient l'équation de chaque normale. 
L'équation de la normale MI est (n°173) 


X—2+y(Y—y)—0. (1) 
L'équation de la normale M'T est 


X—x—Ax+{(y+Ay)(Y—y—Ay)=0o, (2) 


ce qui peut s’écrire 


En MO SEEN Ce NO Toro) 
— Ay (y +Ay)i=o (3) 
Les coordonnées du point I vérifiant les équations 
(1) et (3), 1l suilit de résoudre ces deux équations 


pour avoir X et Y. 
_Retranchant (1) de (3), il vient 


_. —Ax+Ay(V—y)—Ay(y+aAy)=0o. 
D'où 


AT AY (YEN! 
me (4) 


D'ailleurs, l'équation (1) peut s’écrire : 


RS VEN re 0) (8) 


et ainsi les égalités (4) et (5) donnent les valeurs de X 
et Y, coordonnées du point I. 

Si on fait tendre Ax vers zéro, c'est-à-dire si M’ se 
rapproche indéfiniment de M, le point I tend vers 
une position limite C qui est le centre de courbure. 

Soient x,, y, les coordonnées de ce point C. 
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Quand Ax tend vers zéro, X tend vers æ, et Y 
Vers 7,. , 
D'autre part, la relation (4) peut s’écrire, en divi- 
sant les deux termes de la fraction par Aw, 


AN 
l ++ (y + Ay) 
TA APP TU (6) 


AE 


Y—7y— 


Quand Ax tend vers zéro, Ÿ — 7 tend vers y, — y, 


A? . Ay' | | 
<” tend vers y’, Ay' tend vers zéro, <= tend vers 


la dérivée de y, c'est-à-dire vers y” ; et, par suites 
l'égalité (6) devient à la limite | 
Le ; 
D, VERRE" / 
Cent Arr SSP SNEE 


La relation (5) devient, à son tour, 


Ge Dee SNS HEUSES (8) 
ou, en remplaçant y, —7y par sa valeur, \ 
: 12 ; 
XL, —X— — y" HAE D (9) 
Y ; 


ad mm fit og ha mi 


171. Coordonnées du centre de courbure, — Les 
formules (7) et (9) fournissent les coordonnées du 
centre de courbure C. On peut en tirer les valeurs 
de #, et y, qui sont ainsi : | 


#5 ° 7) | RArON DE COURBURE | ett 


178. Rayon de courbure. — Soit p le rayon de 
courbure cherché, on a (n° 143). 


pi= CM’ = (2, — 2) + (y, —y) 


et, en remplacant (x, — +) et (y, —y) par les valeurs 
trouvées (7} eb(0),,: 


On a donc 


ou 


C'est la formule qui donne la longueur du rayon 
de courbure. | | 
Il faudra y choisir le signe du radical de facon que 
la valeur de s soit positive. On devra donc prendre 
FF) si y est positive, et (—) si y” est négative. 34 x 


Cette égalité s'écrit quelquefois 


SAT 17: 
en employant les exposants fractionnaires. 
Connaissant le rayon 9 on peut tracer le cercle de sé, 


courbure. Il suit, pour cela, de porter sur la nor- 
male MN, à partir de M, du côté de la concavité de 
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o etona le. 


la courbe, une longueur MC égale à & 


centre C du cercle. 


179. He EL — Rayon de courbure en un point d'une para 
bole. — Considérons la parabole butte maire tu 
LAUAUU AA at ln] | 14 
mu (p& 


Î 
; 
ES 


et cherchons le rayon de courbure en un Done À TRE FA 


Le dérivée de y est | | à En . ra 


la dérivée seconde est 


p 


On a donc, en appliquant la formule qui donne le rayon de cod 
bure, 


Appliquons cette formule à la recherche du rayon de courbure 
au sommet de la parabole ; 
on a alors x = 0, d'où 


DRE FRS 


Au sommet, le rayon de 
courbure est donc égal ‘au 
paramètre, c’est-à-dire qu'il 

_est égal à 2 OF (fig. 60), 
EF étant le foyer. 

Ilest alors facile de tracer 
ce cercle de courbure qui 
ne traverse pas la courbe. 

Fig. Go. Comme la parabole, au 

| voisinage de son sommet, 

se rapproche beaucoup de ce cercle, il y a avantage, au point de vue 
graphique, à le tracer. 
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480. Exemeze IL. — Rayon de courbure en un point d'une ellipse. 
— Considérons une ellipse rapportée à sès axes) | + 


résolvons par rapport à y. On obtient RER 
* q ri ÿ= An pe 4 
DR es RIT.) er 
| Va æ; Me 
à: | Nos ; 
D. et prenons le radical avec le signe (+) en ne considérant que les 
4 points de l’ellipse situés au-dessus de l'axe Ox. 
D _ La dérivée de y est : 
à Dr a VAE 
orre rai 
a aa — x. Da nn 
; s nan on Snreee PCR "4 am DK, Va Ve a: 
. 1” À À { " ex d À f! à \e Ft LE dr F ; Ÿ LA nds v£ L ess 
la dérivée seconde est. —} QU M SR SN LITE 
De ; CSN 


F b2 
= ie ue" 
arme + 
ARR | PR RER Se 
… SRI Vitara 
Le radical 4 numérateur doit être pris avec le signe (—) car 9 r: Sig 
doit être positif. AV far re) RATS 
D | En Fest le Heu a = | KT 2) 4 %A =) 
” D “#3 ae Ft r E e EF - mr 
# ‘ Va k { + % ÿ = à = de) 2\ FE 2 CE f} _ pr 
dom atitaRt) — Va N Gr 
| ae ‘ 
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. Ce qui donne le rayon de courbure en un point de la courbe 
d’abscisse x. à 

Appliquons la formule à la recherche des rayons de courbure 
aux sommets À et B (fig. 61). 

Faisons pour cela x — a eton a 


ea Va? (a? —e2)P 


C’est le rayon de courbure en À. 
Pour le sommet B, faisons + = 0, on a 


ou 


(2) 


181. Construction des centres de courbure aux sommets de l'ellipse. 
— Menons (fig. 61) les tangentes aux sommets À et B. Nous for- 
mons ainsi un rectangle OACB, dont le sommet C est dans l'angle 
xOYÿ. Joignons AB et par le point C menons CH perpendiculaire 
sur AB. Cette perpendiculaire coupe Ox en w : c’est ie centre du 
cercle de courbure au point À ; la perpendiculaire coupe ensuite Or 
-en w': c'est le centre du cerele de courbure au point B. | 
En effet, nous allons prouver que 


2 
wA Ur 
a 


Les triangles wAC et BOA sont semblables (car ils ont les côtés 
respectivement perpendiculaires) on a donc 


A OB 


AG HET OR 


Donc w est bien le centre de courbure au point A. 


D Démontrons de mème que 
a 
e DB 
$ b 
. ÿ \ 
ge 4 
Le ni 
à | 
S D triangles w'BC et OBA sont semblables, pour la même 
24 raison que plus haut, on à donc | 20 
| dB. OA 
’ DRE URLARN OS 
É ou | 
HPTEATIE 
27 DAT ED 
d'où 
L # J a? 
W'B =—— . 
\ | b 


4 | ‘Donc w' est bien le centre de courbure au point B. 

-° edert. cercles de courbure étant tracés, l'ellipse est presque déter- 
_minée, graphiquement, puisque l’on sait qu'elle est tangente en A 
et B aux cercles de courbures w et w' et qu'elle doit passer entre 
les deux cercles. 
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— (CONSTRUCTION D'UNE COURBE DONNÉE PAR 
ÉQUATION. 


182. Resume des cas les plus simples, — Les 
résultats que nous avons établis au Chapitre 111 nous 
permettent dans un certain nombre de cas simples : 
de connaitre la définition et le caractère géométriques 
des courbes représentatives des variations de cer- 

. laines fonctions simples. 
Nous allons d’abord résumer ces résultats géné- 
r'aux. 
Dans chacun de ces cas il suffira, pour construire 
la courbe, puisqu'on connait sa nature, d'en avoir un 
certain nombre de points où les éléments principaux. 


183. Constante, — Lorsqu'une fonction est cons- 
tante, sa courbe représentative est une droite paral- 
lèle à l'axe Ox (n° 128). | 


- Ainsi l'équation 
A 


représente une droite parallèle à Ox qui coupe l’axe 

Oy au point d'ordonnée b. | | 
184. Binôme du premier degré.-— La courbe repré- 

sentative de la variation d'un binôme du premier 

degré est une droite. 
L’équation 


y = ax + bd 


représente, comme nous l'avons vu (n° 131 à 134) 
une droite qui fait avec l'axe Ox un angle * tel que 


Lang ER 6 108 


| CONSTRUCTION DES COURBES 


Pour construire cette droite (n° 1435), il suffit d’en 
connaitre deux points. On prendra, par exemple, le 
point où elle coupe l'axe O7 


DSC == 0 
et le point d’abscisse tr, 


Den. y—=a+ bd. 


“ 485. Trinôme du second degré. — La courbe 

2x? , F . . . , Cr ; 

; représentative de la variation d'un trinôme du second 

1 : | < pen à 

x . degré est une parabole à axe vertical (n° 149). | 
ù Pour construire la parabole dont l'équation est # 
À y = ax? + bx + c | (1) 


on en cherche d’abord le sommet. C’est le point où 
la tangente est parallèle à Ox, c'est-à-dire le point 
a 


où le coefficient angulaire de la tangcente ee est nul. 
———— "2 ————— AX 


7 


ne sat tt 2e 
ré ‘ 


On a donc, au sommet, 


PEN ROME 77 + 


dy 
E - —— — 20X D==0 
LE. re TUE .0; 
DE: : | 
ce qui donne : 
| b 
? À SE = — ï 
‘1 24 


En donnant à x cette valeur dans l'égalité (x) on a 
 l’ordonnée y du sommet. 
En attribuant à x d’autres valeurs, on aura d’autres 
points de la courbe qu’on pourra marquer. En parti- 5 
culier, en faisant x — 0 on a le point ne” 


L — 0, y = 


où la courbe coupe Oy ; et en cherchant les racines 


COURS DE MATHÉMATIQUES 


de l'équation 
| ax + bx + c—= 0, 


on a, si ces racines existent, les abscisses des points 
où Fe parabole rencontre l'axe Ox. 

On sait, d’ailleurs {n° 151), que l'ouverture de la 
parabole est tournée vers le haut ou vers le bas sui- 
vant que a est positif ou négatif et, qu'en outre, le 
paramètre p de la parabole est égal à la valeur. 


sa 
absolue de : 
| 24 


186. Quotient de deux binômes du premier degré. 
— La courbe représentative de la variation du quo- 
lient de deux binômes du premier degré est une hyper- 
bole équilatère dont les asymptlotes sont parallèles 
aux axes. 

Nous avons vu, en effet (n° 163), que LÉ 


représente une hyperbole équilatère rapportée à ses 
asymptotes. 
Plus généralement (n° 165) l'équation 
OV DMA A ERAR 
RU A EAP 


représente une hyperbole équilatère dont une des 
asymptotes est la parallèle à Ox d'ordonnée 
A 
vbs ASS 


et dont l’autre asymptote est la parallèle à Oy d’'abs- 
cisse 


Cr 
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Pour achever de déterminer la courbe on pourra 
en chercher quelques points ; par exemple, ceux où 
elle coupe les axes qui sont: 


1 


B 
LES DER AT : 
1 : ZA 
AT 
187. Marche à suivre pour construire une 
courbe quelconque. — Lorsqu'on donne une équa- 


tion et qu'on demande de construire la courbe repré- 
sentative, on commence par résoudre l'équation par 
rapport à y. Elle prend la forme 


y =f(x) 

et on étudie les variations de la fonction f{x) en sui- 
vant les procédés généraux exposés plus haut (n°97). 

On fait le tableau résumé des résultats. 
.- On marque avec soin quelques points particuliers : 
SRLAPTONS lesquels la dérivée s’annule, car en ces 
points la tangente est parallèle à l'axe Ox; les points 
oùula courbe coupe l'axe Oy, il suffit de faire x —0; 
les points d'intersection de la courbe avec Or,en cher- 
chant, si cela est possible, pour quelles valeurs de x 
ON à 7 —0. | 

Enfin, on calcule les maxima et les minima de la 
fonction. | | 


188. Exemple I. Construire la courbe 

| | HE RTE OR 

C’est ce qu'on appelle la parabole cubique. 
Supposons 4 > 0, la dérivée est 


Yi OU Là 
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Cette dérivée est toujours posttive, done la fonction 
est toujours croissante. 
La dérivée est nulle pour x = 0. 


Pour x —Æ+ , la fonction est du signe x* et infi- 
niment grande. 
On a donc le tableau RC 


+ 


On peut alors construire la courbe (fig. 62). Elle 
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présente à l’origine des coordonnées : un point d'in- 
flexion où la tangente est Ox. 


189. APpricaTION. — Cette courbe trouve son appli- 
cation en construction, quand on calcule la résistance 
des bois ronds. 

Soit D le diamètre du bois et soit P le poids unique 5 
agissant au milieu de la pièce de longueur {/, on 44 
trouve entre D, P et {la relation suivante 1 


L | 3 a. 
Ù AD, 4 
vi : P— K a ; ( I ) # 
d # 
| K étant un coeflicient numérique. ) 

\ Tracons (fig. 63) deux axes Or, Oy portons les LE 
4 valeurs de P en ordonnées et les valeurs de D en + 


$ abscisses. 

3 En d’autres termes | 

% faisons 

à 

L 7e Der 

N 

on aura : 

] te k 
HE 0 LIEN 4 
À ASE l d “+ 


Si, dans les rela- 
HOME): Mon 
donne à / des valeurs 
successives 1°, 2, 3" 
etqu on construise 16e | 
différentes paraboles cubiques on obtient ce qu'on L 
nomme un abaque. 

Cet abaque étant construit une fois pour toutes, 
pour trouver, par exemple, le diamètre D à donner 
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à un bois de 3 mètres de portée pour qu'il résiste à 
une charge P de 1000 kgr., on procède ainsi : 

Supposons que pour tracer l’abaque on ait porté 
sur Ox les valeurs de D en centimètres, et sur Oy les 
valeurs de P de 100 kgr. en 100 kgr., on prend sur 
| OY, 1000 kgr. c'est-à-dire la dixième division et par 
Pa le point À on mène une parallèle à Ox. Cette paral- 
° lèle rencontre la parabole cubique /—3 au point M. 
Par ce point menons MP perpendiculaire à Ox, 
mesurons la longueur OP et nous aurons la valeur: 
de D en centimètres. j 

On peut inversement avoir à calculer la charge P 
que peut porter un bois ayant un diamètre donné 
D 18 C(metune portée de cmeren 

Pour Celd ion porté sure D TS ur On a le 
point P (fig. 63), on mène la Pareil PM'a Oy, elle 
rencontre la parabole cubique {=—3 au point M ; par 
ce point on mène M À parallèle à Ox et on a la lon 
gueur O À qui donne la valeur de P en kilogrammes, 
ici 1000 kgr. 


190. Exemple II. — Constr uire La courbe donnée 
par l'équation 


Y = A — 92° +: ot Lt. 
La dérivée de y est 


À a Dr E EL 


Cherchons pour quelles valeurs de x la dérivée s’ an- 
nule ; ce sont les racines de l'équation 


d — 6x + $—0 


HSE MERE ; 100 


X —= 2. 
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La de SATTPUL NON T2 0h — 4. 
Nous avons donc trois intervalles à considérer : À 
(— co , 2), (2,4) et (4, +) dans chacun desquels la : 1 
dérivée conserve un signe constant. | 


x croissant de — © à 2, la dérivée est positive, 
la fonction croît. D'ailleurs, pour x —— (n° 17) 
le polynome est infiniment grand et du signe de 
soniermendé degré le plus. élevé x°, donc né: 
gatif. | 


Pour #— 2, il est maximum et égal à 


LE, dd 


C'RAC 7 


8— 36 +48 + 1 — 21. 


Dre IP 


Donc, y croit de — à 21. 

Dos æ croit de 2 à 4, la dérivée est HÉRÈNE : 
la fonction décroit 
de 21 à un mini- 
mum 


22 2 


64 — 14449641 
= 17. 


Enfin, x croissant 

de {a +, la dé- 

; rivée est positive 

et la fonction croît 

72 de 17 à + (car, 

DOVE 00" L 
est positif). 

Valeur  particu- 

HÉTE MDOUL L — 0, 


LS SE 


Fig. G4. 


vant : | * 


; 

à 

; Y=I. 

à La discussion se résume dans le tableau sui- 
 . 

à 

k BourLET. Cours de math. 


croit 
21 (max. relatif.) 
décroit 
17 (minimum) 


croit 


+ 


Construisons la courbe représentative de la varia- 
tion. 3 

+ croissant de — à 2, on a une branche de courbe 
ascendante AB (fig. 64), partant de linfint, à gauche 
en bas, et montant au maximum relatif B (2, 21). 
Pour avoir ce point dans les limites de la feuille, 
supposons que l'échelle sur l'axe Oy soit cinq fois 
plus petite que l'échelle sur l'axe Ox. à | 

Cette branche coupe l'axe des x et l’axe des y. Elle 
coupe l’axe des y au point M (0,1). 

æ variant de 2 à 4, la courbe redescend de B au 
minimum C (4,17); pour remonter, quand x croît. 
de 4à +, de C jusqu’à l'infini à droite, en haut. 

Aux points B et C la tangente est horizontale 
(parallèle à Ox), puisque y'—= 0. 
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: 


$ 4. — RÉSOLUTION GRAPHIQUE D'UNE ÉQUATION. 
CONSTRUCTIONS D'ABAQUES. 


191. Marche à suivre pour résoudre graphique- 
ment une équation. — Soil à résoudre l'équation 


f (x) = 0. (1) 


x . 

x) 1 

4 __ Posons : 

. y = f(x) (2) 
; Résoudre léquation (1) c’est trouver les valeurs 
" particulières de x pour lesquelles y — 0. 


4 On construit, par suite, la courbe représentative de 
E: la fonction (2) avec soin et on prend les points d’inter- 
section de la courbe avec l'axe Ox; les abscisses de 
ces points sont les racines de l'équation donnée (1). 

En fait, il n'y a pas besoin de construire avec soin 
toute la courbe, il suflit de construire exactement les 
portions de courbe au rose des points où elle 
rencontre l'axe Ox. 


192. Exemple, — Résoudre l'équation du troisième 
degré 


L° — 5x + 1 —0. 
Posons 


y—=XA— 3x +r 


et étudions la variation de cette fonction. Sa dérivée 
est 


< 


y = 3x — 3 — 3 (2° — 1). 


NT A LES SRE NE 


Cette dérivée s’annule pour æ=—"b r. 
Nous avons donc trois intervalles à PSE PE ee : 


PE. 
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(—oæ,—1), (—1,+i)et (1, +) dans chacun des- 
quels la dérivée conserve un sione constant. 

x croissant de — © à — 1, la dérivée est positive, 
la fonction croit. D'ailleurs pour x — — (n°147) le 
polynôme est infiniment grand et du signe de son 
terme de degré le plus AlASe x°, donc négatif. 

Pour x —— 1, il est, maximum, At, à 3. Donc, 
y croît de —œ à 5. | 

Quand x croît de — 1 à +1, la dérivée est néga- 
tive : la fonction décroit de 3 à un minimum égal à 
ti D 

Enfin, x croissant de 1 à +, 1e dérivée est posi- 
tive et la fonction croît de — 1 à + (car, pour 
x——+>, x°.est positif}: 

La discussion se résume dans le tableau suivant : 


— 
a 
3 (max.) 
décroît 
— 1 (min.) 
croit 


+ | +® 


Construisons la courbe représentative de la varia- 
tion. 

x croissant dé — à — 1, on a une branche de 
courbe ascendante CM (fig. 65) partant de l'infini, 
à gauche en bas, et montant au maximum M (— 1,3). 


hesbt.pis à Un) à 2 


RU, be 2 DAT SR 7. Ne 
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æ variant de — 1 à + 1, la courbe redescend de M 
au minimum 72 (1,—:1); pour remonter, quand x 
croit de 1 à +, de m jusqu'à l'infini à droite, en 
haut. 

La courbe coupe l’axe Oy au point D (0, r). 

On voit que la courbe coupe trois fois l’axe Or, 
l'équation donnée a donc trois racines : deux racines 
sont positives et données par les abscisses des points 
A et B, une racine est négative et donnée par l’abs- 
cisse du point C. 


Fig. 65 bus. 


Calculons, par exemple, l'abscisse du point À : pour 


cela construisons avec soin l'arc D A m à une échelle 


plus grande. Faisons varier + de o à 1 (fig. 65 bis). 


TREK Y —= 0,001 — 0,8 + I — 0,701, 
Lil 0 ,2:- Y —= 0,008 — 0,6 + 1 — 0,408, 
D 0,0 Y = 0,027 — 0,9 + 1 — 0,127, 


MO Y —= 0,064 — 1,2 +1 — 0,136. 


On joint par une courbe les différents points obte- 
nus, la courbe coupe l'axe Ox en un point À et en 
mesurant l’abscisse O À à l’échelle choisie on a une 
valeur approchée d’une racine de l'équation. 
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Cette valeur est environ o ,33. 
On calculerait de même les deux autres racines de 
l'équation. 


193. Résolutions par abaques. — On appelle aba- 
que un ensemble de courbes destiné à résoudre par 
des tracés graphiques des équations d’un type déter- 
miné, où à trouver, par le graphique, les valeurs 
numériques d'expressions algébriques données. 

Dans les problèmes de construction sur la réparti- 
tion des tôles de semelles dans les poutres de fer 
double T (‘), on a à résoudre une équation de la forme 


RER (1) 


Voici un moyen simple de trouver les racines de 
cette équation incomplète du 5° degré. 
Posons 


V = T° 


et 


y =pr +. 


L'équation (2) représente une parabole cubique 
(n° 188) ; l'équation (3) est l'équation d'une droite 
(n° 434). 

On peut donc construire les courbes (2) Et (3} ét 
les abscisses des points de rencontre de la droite 
avec la parabole cubique sont les racines de l’équa- 
tion donnée (1). 

On construit (fig. 66) la parabole cubique 


y=X" 


avec Soin wne fois pour toutes; cest l'abaque qui sert 


() Voir : BRUNE, Cours de construction, p- 48 à 2 et PILLET, Traité de 
stabilité des constr Hebons. D. 194. 


Fe SAR GONE TRS," 


RSR CE ES PS CS Hd EE Du 72 
” ; ] L 


Val, en 
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à résoudre toutes les équations de la forme ©: ‘à 
LŸ — DX — 4 —=0. EE 1050 
Puis, on construit la droite | de | + 
| if 
Y —=pPX + “ 


pour cela, il suflit de connaître deux de ses points : PS. 
HOUDÆORUNa 7; ne. 


ce qui donne le point Q É 
(9); pour & == 7, on, È 
y —=p + q, ce qui donne à 
le point À (1,p + q). 3 
Joignant À à ©, on : 
obtient la droite | 
y =PX +; à 
les abscisses des points #4 
d'intersection de Ja Es 
courbe avec la droite 44 
AQ sont les racines de “4a 
l'équation cherchée. 20 
Ainsi, dans la figure 8 
66, la droite AQ coupe la Y£ 
parabole cubique en Fig. 66. Pa 
trois points M; N,; R; | Fe 
l'équation donnée a donc trois racines : deux racines i 
sont négatives et données par les abscisses des points 4 
N et R; une racine est positive: êt ést doninéé par ù Pi 
l'abscisse du point M. 30 
194. Pratiquement, on construit une fois pour «#4 
toutes, sur une feuille de papier fort, la parabole 20 
cubique (fig. 66 bis). Pour plus de commodité, on "4 
peut prenidré dés échelles différentes sur les deux ‘a 
4e 
4 
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axes ; il y a, en général avantage à prendre l'unité sur 
Ox CUS plus grande que sur Oy. 

On gradue Ox et Oy; puis, on trace la droite 2! 
parallèle à Oy à la distance r. On porte sur elle les 
mêmes graduations que sur Oy. 


Fig. 66 bis. 


On exécute tout ceci avec le plus grand soin et à la 
plus grande échelle possible. On a ainsi l'abaque qui 
servira à résoudre toutes les équations incomplètes 
du troisième degré. 

Pour résoudre l équation 


L° — PX — q == . 


on prend le point de Oy de cotegetle point de z'z de 
cote p+q; on jointces deux points par une droite. Les 
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abscisses des points d’intersection de cette droite avec 
la parabole cubique sont les racines cherchées. On 
les mesure à l'échelle de Ox. 

Pour ne pas abimer l’abaque, qui doit servir indé- 
finiment, on ne fait pas la construction sur l’abaque 
lui-même, mais sur une feuille de papier calque 
posée sur lui. 


ExemPze. — Soit à résoudre l'équation 
XŸ— 2X — 3 — 0. 


On a, ici,q =3, p + q = 5. On joint donc, sur l’abaque (fig. 66 bis) 
les points de cote 3 sur Oy et de cote 5 sur 73. La droite ainsi obtenue 
ne coupe la parabole cubique qu’en un seul point M. Par M on 
mène la parallèle Mm à Oy qui coupe x'x en m, La cote de m sur Ox, 
est la racine cherchée. On trouve, sur l’abaque, 


DEMO) NE DEL: 00 


195. Exemple d’abaque.— On trouve, en construc- 
tion (‘), que si a est la largeur et si à est la hauteur 
d'une solive en bois de section rectangulaire, si on 
applique au milieu de la solive une charge P, ? étant 
la longueur de la solive, il existe entre ces divers 
éléments la relation suivante 


ab? 


P=KT—, 


K étant une constante numérique. 
Dans le cas particulier de /=—1 m.ona 


P—Kab?. (x) 


Différents problèmes peuvent se poser suivant que 
l’on prend pour inconnue P, &« ou b. 


(*) Voir : J. PiLLET, Traité de stabilité des constructions, p. 148. 
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Ils se résoiveñt en construisant un abaque. 
On mène deux axes rectangulaires Oæ, Oÿ: Sur Où 
on porte les valeurs de à et sur Oy les charges P: 


hs À TE 


La relation (r) est alors de la forme 


y —MX, 
mm — KÜ*. 


C'est donc une droite passant par l'origine des 
coordonnées. 
On donne à b la valeur 
0,05 in. ; on construit la | 
droite correspondante 
(fig. 65) eton lacote 5ém. 
On donne de méme 
a Dh les valeurs 0,06, 
06,07; 0,08..., on Cons 
truit les droites corres- 
pondantes et on les cote 
6cm.,7 cm., 8 cm... 
C'est l'ensemble de ces droites qui constitue l'aba- 
que. 


196. PREMIER PROBLÈME. — Quelle est la hauteur b à 
donner à une poutre de largeur a pour qu'elle puisse 
supporter en son milieu une pression P, sa portée 
étant de 1 m ? 

On prend sur l'axe Ox la valeur de à évaluée en 
centimètres, si l’'abaque a ses abscisses en centi- 
mètres, soit OA. > 

On prend sur l'axe Oy la valeur de P, soit 0B: on 


> mn d 
+ 
“: 


D un de she se D 


PTE APT PTE 


k 
| 

È 
: 


D, 
, 
(à 
‘16 
ne 
_ 

nou 
“ 
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mène AM parallèle à Oy et BM parallèle à Ox, ces 
deux droites se coupent en M. 

On voitque le point M se trouve sur la droite cotée 8. 
La hauteur de la poutre doit donc être de 0,08. 

Si le point M tombait entre les deux droites 6 em. 
et ” cm., la hauteur de la poutre serait de 0,06 
à 0,07 ; on adopterait, pour plus de sécurité, la valeur 
par excès 0,07. | 


197. DEUXIÈME PROBLÈME. — Une poutre rectangu- 
laire, de hauteur b et de largeur a, étant donnée, quel 
poids P peut-on appliquer en son milieu, sa portée 
étant 1 m ? 

Supposons que l’on ait donné pour la hauteur à 
0,08. On prend sur la droite cotée 8 cm. un point M 
dont l’abseisse OA —a et on mène MB parallèle 
à Ox; la longueur OB mesurée à l'échelle donne la 
valeur P. 


198. Autre exemple d’abaque. — Dans le calcul 
d’un solivage parallèle et équidistant on a, en cons- 
truction ('), pour faire le calcul des dimensions des 
poutres la relation suivante 


ab° 


là 


Q=K 


(1) 


dans laquelle Q est la charge supportée par un mètre 


carré de plancher; 
l, la portée de la poutre ; 
a, la largeur ; 
b, la hauteur ; 
à, l'écartement des solives d’axe en axe ; 
K, un facteur constant. 


(1) Voir : J. Pricer. Traité de stabilité des constructions, p. 151. 


“ 
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Posons dans la relation (1) 


et nous avons 


Menons deux axes rectangulaires Ox, Oy (fig. 68)et 
portons les valeurs de Q sur Ox; la relation (3) ést 
alors de la forme, Pusque ET 

f2 
NT 

C'est une droite passant par l’origine des coordon- 

nées. 


Donnons 4"/*lés valeurs arrete Rs PS icon 
truisons les droites correspondantes que nous cotons 
L — Ji 2 L — 2 a 


= = 


AERD Ô 
Posons en second lieu —=—x et portons — sur 
a a 


l'axe Ox, alors la relation (2) devient 


ve 


(9) 
CO Riz. 
is FU el 


ce qui représente une hyperbole équilatère. 
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En donnant à b les valeurs 10 
et en construisant chaque fois l'hyperbole équilatère 
correspondante, on obtient une série d'hyperboles 
équilatères que l’on cote 10 ‘”, TOI 

Ces deux tracés forment un abaqgue qui sert à 
résoudre toutes les questions de solivages. 

L’axe Oy portera une graduation unique arbitraire. 

L'axe Ox portera deux graduations, lune pour Q, 


cm 
. 


90 


\ 0 
l’autre pour —-: 
nr 

199. PREMIER PROBLÈME. — Calculer la hauteur b à 

donner à la poutre d'un solivage parallèle et équidis- 

tant connaissant sa largeur a, la charge Q supportée 

par mètre carré de plancher, la portée b de la poutre, 
l’écartement à des solives. 


A 0 D 
On connait — que l’on porte (fig. 68) sur l’axe Ox, 
a 


Me OP tas 
soit O: == ——, on mène AM parallèle à Oy. 


Sur l'axe Or, on porte la valeur de Q, soit OB —Q, 
c'est l’abscisse de la droite, on mène BN parallèle à 
Oy, BN rencontre la droite /—4 au point N (en sup- 
posant que la portée donnée { soit de 4"). 

La longueur NB est la valeur y inconnue. Par le 


point N, on mène une parallèle à Ox et soit M le point 


où cette droite coupe AM. Si le point M est sur une 
hyperbole équilatère, par exemple lhyperbole cotée 
15%, la hauteur demandée sera de 0,15". 

Si le point M tombe entre deux hyperboles 15°" 
et 16°" par exemple, la hauteur demandée sera de 
DD AO LD: 

O. 

200. DEUXIÈME PROBLÈME. — Calculer la largeur & à 
donner à une poutre d'un solivage parallèle et équi- 
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. . J ËÉ 
distant connaissant sa hauteur x, la charge Q sup- 
portée par mètre carré de plancher, la portée { de la 
poutre, l'écartement 5 des solives. 
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ER ve C’est done — qui est l'inconnu. 
ni (42 } 
4% Portons la valeur de Q sur Ox (fig. 68), soitOB=Q; 


menons BN parallèle à Oy jusqu à sa rencontre en N 
avec la droite {= 4 {si on suppose que la portée don- 
née de la poutre est de 4"), on mène NM parallèle 


es d à Ox jusqu’à sa rencontre avec l'hyperbole équilatère 4 
24 15" (en admettant que l’on ait donné b — 0,15) et 

nu: en menant MA parallèle à Oy, on a le quotient 

L: (A — = cherché. 

4 201. — Ces quelques exemples d’abaques suffisent 

nn | pour montrer leur utilité. 

“ Ces procédés graphiques tout élémentaires condui- 

“à sent rapidement au résultat utile, sans calculs préa- 


lables. Avec eux, on peut donc éviter tout calcul 
| dans les questions dé construction. L'usage des 
40 _abaques se généralise, d’aitleurs, de plus en plus et 
des ingénieurs distingués ont dressé des abaques 
j réunis en ouvrages destinés à résoudre toutes Îles 
“à questions classiques de construction. Il est inutile 
dans chaque cas de connaître Ja théorie de l’abaque, 
il suflira de suivre les indications données par lau- 
teur pour l'usage pratique. Nous avons tenu cepen- 


: 770 dant, ici, à faire saisir par des exemples simples les- 

Le prit des méthodes suivies dans l’établissement de ces 

7 tracés (*). 1 
Re (‘) Les règles générales pour la construction des abaques ont été réu. 

72 nies dans un volume, intitulé Traité de Nomographie (Paris, Gauthier- 

4 Villars), par M. Maurice d'Ocagne; nous renvoyons le lecteur, pour plus 

: amples détails, à cet intéressant ouvrage. | 
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CHAPITRE V 


INTÉGRALES 


$ 1. — FONCTIONS PRIMITIVES ET INTÉGRALES INDÉFINIES. 


202. Définition. — On appelle fonction prüunitive 
d'une fonction donnée une autre fonction dont la 
dérivée est égale à la fonction donnée. | 

Ainsi, par exemple, la dérivée de x° est 3x°: par 
conséquent +° est une fonction primitive de 3 x°. 

De même, la dérivée de (x°+ 4) est 3x°: par con- 


séquent x° + 4 est aussi une fonction primitive de 3 x?. 


On voit par ces deux exemples qu'une fonction 3 x° 


peut avoir plusieurs fonctions primitives. 


Trouver une fonction primitive c’est ce qu’on appelle 
thlégrer. 


203. — Le problème de la recherche de la fonction 
primitive peut encore s’énoncer ainsi : 

Intégrer une différentielle c'est trouver la fonction 
dont l'expression donnée est la différentielle. 

Cette fonction se nomme l'intégrale Haefitue de la 
différentielle. 

Soit f(x) dx une différentielle, si on intègre f(x)dx 
on a une certaine fonction F(x) et si on HIER Rx) 
on retrouve f (x) dx. 


204. Notation, — La fonction primitive de f(x) ou 
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l'intégrale indéfinie dé la différentielle f{x) dx se repré- 
sente par le symbole : 


h f(x) de. 


qui se lit: somme de f(x) dx. 


“ 


205. Remarque. — Il est bon de remarquer qu'on 
dit: la fonction primitive d'une fonction donnée et, 


d'autre part, l'intégrale indéfinie d'une différentielle, 
suivant qu'on considère qu'on se donne soit la déri- 
vée soit la différentielle. 

Ces deux questions, au fond, n’en font qu'une pré- 
sentée sous des aspects un peu différents. 


206. Lemme, — Lorsque la dérivée d'une fonction 
est nulle, cette fonction est constante. 
Soit, en effet, une fonction y de variable x et sup- 
posons que pour toutes les valeurs de x, on ait 
dy 
—— = O0, 
dx 
Si on représente SANTE la fonction y, on 
y 


obtient une courbe et Ha est le coeflicient angulaire 


de la tangente en un point (x, y) de la courbe. Mais, 
par hypothèse, ce coefficient angulaire est toujours 
nul ; la tangente à la courbe est donc toujours paral- 
lèle à l'axe Ox (n° 167): | 

La seule courbe, dont la tangente est continuelle- 
ment parallèle à Ox, est évidemment une droite 
parallèle à Ox. 

La fonction est donc de la forme 


y=—=C#, 


ce qu'il fallait démontrer. 


PPPÉUN ONNN PIPELETTES FOOT NE 9 - 


élu did éme ie mi = Ÿ dé) dus de | SL, 
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207. Théorème. — Toule fonction continue admet 
une tinfinité de fonctions primitives qui diffèrent les 
unes des autres par des constantes. 

Soit une fonction continue f (x) de variable x ; 
démontrons d’abord qu'il existe wne fonction primi- 
tive. 

Construisons la courbe représentative de cette 
fonction 


y = f(x) 


Prenons sur la courbe (fig. 69) un point fixe A et 
menons l’ordonnée AA; prenons ensuite, sur la 
courbe, un point variable M d'abscisse x et menons 
l’'ordonnée MM. 

Considérons la somme algébrique S des: aires 
ombrées en les faisant précéder du signe (+) si elles 
sont situées au-dessus de Ox et du signe (—) si elles 
sont situées au-dessous de Ox, on a, dans notre 
figure, 


S = AA'B — BCD + DMM'. 


D'une manière générale, S est la somme des aires 
comprises entre la courbe, l'axe Ox et les deux 
ordonnées extrèmes, chaque aire étant positive ou 
négative suivant qu’elle est au-dessus ou au-dessous 
de l’axe Ox. 

Cette somme S est une fonction de x car elle est 
bien déterminée dès qu'on se donne l'abscisse x du 
point M et elle varie quand M se déplace.” 

Nous allons démontrer que 


AE PS TRE CR 
tt 129 mt 


Il y à deux cas à considérer : 
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208. — 1° Le point M pris sur la courbe a une 
ordonnée ae | 


Prenonssur lacourbe(fig.69)un pointN, voisin deM, 
dont l’ordonnée est (y + Ay) et l’abscisse x + Ax. Ax 
étant positif, la surface S a augmenté du trapèze cur- 
viligne MM'NN': | 


AS — surface MNM'NN'. 


Menons par M une parallèle à Ox qui coupe N N° 
en Pet par N une parallèle à Ox qui COLE MM 


en (. 


La surface AS est comprise entre Paire du rec- 
tangle M P N'M' et l'aire du rectangle SR N'M,ona 


donc 


Surf. MPN'M'< AS < Surf. QNN'M'.. (1) 


Évaluons les deux surfaces M P N'M'et ON N'M': 
elles ont même base M'N'—Ax et pour hauteur 
l’une MM'— yet l’autre NN —y+aAy. 

On peut donc écrire la relation (1) ainsi : 


y.Ax < AS <(y + Ay) Ax 


divisons le tout par Ax, ce qui est permis puisqu'on 
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a supposé Ax positif, et nous avons : 
D: | 1S 
. Y<——<Y+AY. 
Ax 
Mais, lorsque Ax tend vers zéro, Ay tend aussi 
vers zéro et par conséquent 7 + A7y tend vers y. 
PAR MA À 
Le quotient TV élant compris entre y et une quan- 


: üté qui a pour limite y, a lui-même pour limite y 
lorsque Ax tend vers zéro. 


De AS TRUE Fe) 
k Orla limite de == est la dérivée —— on:a donc 
: Ax dx | 
D: ds : 
dm 
£ 209. — >° Le point M est dans une région de la 
r 4 
: courbe où l'ordonnée est négative. 
Prenons sur la courbe (fig. 70) un point À et menons 
E 
4 
: 
Fig#:0. 
à l'ordonnée À A’; puis considérons un point M {x,y) 
k tel que l’ordonnée M M’ soit négative. Donnons à x un 
ÿ accroissement Ax positif, y prendra un accroissement 50 
_.  Ay et lon aura le point N d'ordonnée N N°. ‘(0 
: Dans ce cas, on a 5 
AS = — surf. trap. curviligne MM'NN, 
b - 


car l'aire est située au-dessous de Ox. 


dy re d. PIN, RE Fer : 
> HN 6: ae Dre Lz > À Da» 19e $ 5 
; r » + LL à _ Far 7! .. A 
it Le P. D RD des di LE à 
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Menons par M une parallèle à Ox qui coupe N N/ 
en P et par N une parallèle à Ox qui coupe M M'en Q; 
la surface AS est comprise entre l’aire du rectangle 
M'N'NQ et l'aire du rectangle M'N'M P on a donc 


Surf, QNN'M'<surf. MM'NN'< surf. PMM'N.. 


Evaluons les deux surfaces QN NM’ et PMM'N 
en faisant attention aux signes des ordonnées 
y et y +AY qui sont négatives sur la figure, 


Surf. QNN'M' = + NN'>XM'N — —(y—+Ay)Axr 
Surf. PMM'N' = + MM'>< MN'——7yAx. 


Remplacant dans l'inégalité les surfaces par ces 
valeurs on a, en remarquant que 


Surf. MM'NN'——A5, 
+ (J AY) AT ASE = Ar 


Or on sait que dans une inégalité on peut changer 
les signes des membres pourvu que l’on change le 
sens de l'inégalité, on a donc 


(y + Ay) Ax>AS> yAx. 


Divisons le tout par Ax positif et il vient, en sim- 


plifiant, 


AS 
Cent dre > 4: & 


Lorsque Ax tend vers zéro, Ay tend vers zéro et 
par conséquent y+-Ay tend vers y et on a, comme 
plus haut, à la limite, 


dS 
de 4: 


dv. PE : # sa “4 e A SR de: 
RE à à AMOR CT He RES QT a A EE PTT 


mia ti st TX 


EVE: 


TV 
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210. — Il existe donc une fonction primitive qui 
est S. | 

Il reste à démontrer qu'il y en a une infinité qui 
diffèrent les unes des autres par des constantes. 

En effet soit F (x) une fonction primitive de f (x). 
La différentielle de F (x) est f (x) dx. 

Considérons la fonction F (x) +C, C étant une 
constante quelconque ; c'est une fonction primitive, 
car sa différentielle est 


DEC) = (x) dr. 


On voit done que dès qu'on a une fonction primi- 
tive, on en a une tn/finité, la constante C étant quel- 
conque. 

On les a d’ailleurs {outes : en effet soit F (x) une 
fonction primitive de f(x) et supposons qu'il en 


L" 


existe une autre ® (x); démontrons qu’elles ne 


peuvent différer que par une constante. Posons : 
Pr) —E(x)= 7; 


prenonstla/ dérivée : la dérivée de ® (x) est f(x), la 
dérivée de F (x) est aussi f (x) on a donc 


y = f(x) — fe) = 0. 
La dérivée de y étant nulle, d’après le Lemme du 
n° 206, y est constante. | 
On a donc 
ANT P(x)—F(x) = C", 
ou. 


D (x) —F (x) + Ce, 


La fonction primitive D {x) ne diffère donc de F (x) 


que par une constante. Le théorème est démontré. 
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y a une infinité de fonctions F (x) qui ont f (x) 
pour dérivée ; toutes ces fonctions, de même dérivée, 
ne diffèrent de l’une d’elles que par une constante. 


211. Remarque importante. — Il faut bien obser- 
ver que la démonstration précédente suppose essen- 
tiellement que la fonction f(x) reste finie de facon 
que les ordonnées de tous les points de la courbe 
représentée soient finies. 

\ 

212. Théorème, — La fonction primitive du produit 
d'une fonction par une constante est égale au produit 
de la fonction primitive de cette fonction par la cons- 
tante. | 

Soit /{x) une fonction et À une constante, démon- 
trons que l’on a 


} Af (x) dx = Af f(x) dx. 


Supposons que l’on ait 


EXT lf CAM 


/ 


et considérons le produit AF (x); sa différentielle 
est | | 


AE = ATARI RARE 
On a donc 
AFITE 1 Af (x) dx 


et par conséquent 


# Î Af(x) dx — A d f(x) dx. 
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213. REMARQUE. — On exprime ceci quelquefois en 
disant qu'on peut faire sortir un facteur constant du 
signe |. +8 


ExEMPLES : on a : 
[sx dx = x + C, 


donc | (15% AL = [322 dx = 5x + C: 
: 1 La qu 


; a 
OHPA AUSSI: fx dx RENE 4 
2 


Lea 


on en conclut : fre dx 0 au A 


214. Théorème. — La fonction primitive ou l’inté- 
grale indéfinie d'une somme est égale à La somme des 
fonctions primitives ou des intégrales des parties. 

Soit une somme | 


up =y. (1) 


de plusieurs fonctions de x. 
Démontrons que l’on a, & une constante près, 


fydx — dd + fodx + fwax (2) 


Pour cela montrons que la différentielle du pre- 
mier membre estégale à la différentielle du deuxième 
membre. 

La différentielle du premier membre est y dx; 
celle du second membre est 


udx + vdx + wdx 
ou (u + v + w) dx. 


Ges deux différentielles sont égales en vertu de Ia 
relation (r). 


SS Ce OR 
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© La relation (2) est donc vérifiée, à une constante 
près. et le théorème est démontré. | 


Dur $ 2. — INTÉGRALES INDÉFINIES SIMPLES. 


215. Fonction primitive de x”, m etant entier et 
positif, — On a: | | | 


x” 1 : 
CUÉL = te à . 
fa dx RER + Ce (1) 


En effet, prenons les dérivées des deux membres de 

la relation (1) : la dérivée du premier membre est 

x”, celle du second membre est 7, 1,4 
\ÿ }-f e Vu ! 


A PA 24 


Lx" | PORTE I S 
CE — LE, (M + l} (Mt) 
nt I 


Les deux dérivées étant égales, la relation (4) est 
vérifiée. 

Donc, pour trouver la fonctoin primitive de x”, on 
augmente l'exposant d'une unilé et on divise le tout 
par le nouvel exposant. | 


> 


ExEeMPLes : la fonction primitive de x! est 


527 x? 


» TOUT ce 


La fonction primitive de 1 est x. 


anna ape 


216. Fonction primitive de Ax", À étant constant 
et m entier et positif, — On a 


= Lv x" +1 

24 | [ AL" dx = ———— + CE. 

sa Le CR n + I 

è Ceci résulte de ce que la fonction primitive de x” 
é 

" 


M rx à de 
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an 
OS Frs HG et qu’ on peut mettre la constante À en fac- 
| I 


teur (n° 242). 


EXEMPLES : _ la fonètion primitive de À est Ax, 
A2 
» Ax » +: : 
2 
PAU 
; HÉR Ann =, 
: ) ere 
Re 8 5x 
à » 5x8 » —, 
] 217. Fonction primitive d'un polynome entier. 
| Pour avoir la fonction primitive d’un polynome 
entier, on fait la somme des fonctions primitives de | 
(ous ses termes. 5 
ÿ Exempes. — Soit à trouver les intégrales indéfinies suivantes : 
: | 
: 6 4 2 
| [CS — 22 + 6e 41) de = SR RO NE See 
4 | ; (5 CR 4 5) 
‘À . : 6 ses. - 4 
‘à ; x 
E. = + Hide per. 
“ 24 Hd 5 
A feat + SSL dE Da ME Le + Ce. 
1 ô “ à 
L u 
4 | 
"4 
ï 218. Fonction primitive de —- — m étant entier, 


positif et plus grand que 1. —Ona 
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Appliquons alors la règle du n° 215 et nous avons 


La relation (1) est donc démontrée. 

On peut vérifier directement qu'elle est exacte. 
Prenons la dérivée de chaque membre et montrons 
que ces dérivées sont égales : 


LINE RE 
La dérivée du premier membre est —. 
de 


v | | 
à À AA # A ae 


La dérivée du second membre est 
| : f Êr WU : #À e [8 À HET VAAA 
+ ( : | ; | 
NU PART UT [— (ne eure 1)] re DEN Rae nm) = —— 
TL eût 


x 


A à 
219. Fonction primitive de — , À étant une cons- 


tante et m étant entier, positif et plus grand que 1. 


On a: [ee etre 


He (Im — 1) x 
Ceci résulte de ce que la fonction primitive de — 
# 


I . . 
est — Union et qu'on peut faire sortir À du 
(Mm— 1) x" | 


signe [ (n° 212). 


INTÉGRA LES INDÉFINIES 


EXEMPLES : 


A | A 


CEE CNP NE LINE 


LARRO SE à 
fa nt Ge 


Es SEE 
RAA TANT 
À S PTT I 
, à ; me t 
A J LS 2 ce TE 15 | _. A 
“ 
À É fs SE — te. 
1 ; Ê Ses Fe G 
; | 220. Fonctions primitives de Afx + a)", — 
4 Ni ae) (CR 
; —_ Ona CUT. SE | 
ral Ml 
$ | Â 
k A x a "dx DRM en en a (HO mn | Cie 
à [ ‘e ) DD | ( 2: ) ps 
pour 7»—# entier et positif. 
De même, 
4 A A 
à a Ce 
LE: J (T+a)" (m—1)(x + a ANS di 


pour m> I. 
Il suflit de le vérifier en D ntrr les différentielles 
des seconds membres. 


EXEMPLES : 


RÉ Se CC dt à 


1! 2 dx = — Cine 
de em 


faste + 0 de = 3 + 04 ce. 

: : 

4 Lorsque m est plus grand que 1: 

Rare Pin 

| , dx CE an 

cn n T Mm— te qe 
(ax + b}" tb VE ‘a mi 
CAS ; x + = (m—1){x 20) : 


| 
I 


; REVAX AL WA 
= ae er pet 7e CRUE EE) à 


A "= Am -1) + à 


( {- 


# 


| Ps | 
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meet | a“ | 
De même, m étant positif, on a : | FA ME 
| nt 


F b\m d _—. : PRE dx — PER 
fax + de 4 he mn vu 0, 


RES ES Te 


a(m +1) 
fex+3r Un — PE + Cr. 


1 À I A 
x, . .,e St Ed ARE. I 
221*. Fonctions primitives de”, PER TE 1 
ï MARIE : T 
suffit de remarquer que = est la dérivée de Lx et que Se 
est la dérivée de L(x + a). | 
On a, par suite, | LR ‘4 
ie — Lx Ce: | =, 
X "1 
je JE ANT EC 
JE | | 
# dx ae L \ | 3 ] 
a. = L(r +u) + Gt; 1 
x+ a, “a 
Adx 1 
AMEN ESA AE core, 
eee (& + a) + 


EXEMPLES : 


JE On ROLE de CE 
X : 


de: : 1e re L(x—3) e Ce ; 


) + Ce = Lix +5) + Ce: 
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4 


200 ere: — Nous pouvons résumer tout ce qui pré- 
cède de la facon suivante : 
m étant quelconque positif ou négatif. entier ou fractionnaire, 


on: À | € 
19 St m est différent de — 1 : "4 
| m+1 | | it E 
| n£ m Ne HN. 6 
CERN J AT CRE m +1 À je 
» NEA 
# D de ss IFR 2 L à 
F 1 ADR Ur Fe: + Cf ; 
£ Pa M a LA A(x un ”) él Cu 
14 J Te HAL m +1 gE F ; ; 
LA TV m+l ‘6e 
d l m EE (ax L b) fe } «FES 
L ii (ax +b) dx = aim+i) RCE va 
AJ L ; i 4 _. 
2° Dans ie cas dem— — : : | : | «ri 
18 TRE Le d 4 4 
| PE AN | | 5) 
| SR tte 4 Cé Dr. EC; : r#8 
Ad ! 
#e fre = Ale + @ + Ge EU + ad Ce ; 
4 ŒuL de i b FR. 
— = — — 0 ER 
% J ax + b a L (+ re CLS 


223*. Fonctions tres dés AIRES x à E—& M DE Nous “ 


‘avons vu (n° 74°) que l’on a : 


V5 
d (are tang 7 )= sage 
a 


on en conclut : 
4 | is dx I AE 
 - ——— = —.d arc tang — 
x? + a? a a 


ce qui prouve que 


| œ I x PE 
J © —=— arc tang — + CÉ. 
a? + a 7 a 


gs 3 * 
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Onal égalité suivante, facile à vérifier, 


A 


1 “I 1 hu 
a? — a. 2al x--a me 


on en conclut, en vertu des théorèmes des n°° 242 et 244, 


GERS QU NV) Re En I dx 
de d'a x — 4 24 x + «a 


et, par suite, 


[Re L(x — a) ——— L(x + a) + Cte 


MERE 24 


le | 
ExEMPLESs : (T4) 


& «4 
IE mar MAN pUE IQ - A 


2dx ( L | 0 
—— — arc tang — HAUTE es jme Ç et PE 
x 2 Vs | 


x? + 4 ML 4 © Nr23)4-4dRt 
©. 5dx 5. fx —3 
NO le te. 
ne one) 
* 4 , . ue DE . 4 
224". Fonctions primitives de me Vrai — 3 
Nous avons vu (n° 80*) que l’on a: : Ne. 
Va?+A 


On en déduit : 


Î PS res Ce 
Jette 
Nous savons, d'autre part (n° 65*), que 


IA dx 
d'arcsn x = ——— 
Es 


? 


on en conclut : 


dx ' 
D ERIC MIN CCS 
Vi — x? 


Lu À \ ù \ L SAb:hne 2 he D INA 
EN À Ah . Lt 4 . L 40 r Set 8 bis V2 
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Calculons ins la différentielle de are sin — On a : 


D'OR 


De d'arc sn —— = —___———__—"-— “2 ——._ ——— — —————— 
D: Se E \ 12 m2 V2 x? 
É 12 12 


on en conclut : 


dx CAE 
ee = Z arc sin — + CE. 
ÉTAT er ï 


EXEMPLES : 
Max 


=" ER + 4) + Ce : 


dx ER 
——— —= arc sin — + CE, 
Vi—x . 


225*. Fonctions primitives de Sin x, cos x, tang +, 
cotang æ. — Nous nous contenterons d'écrire les résultats 
qu'il suffit de vérifier par différentiation : 


fs x.dx = — cosx + Cf; 


| fooseude = sine + cr: dk 
Aux. Es - | Locv 


DA] 


& UT NN OR EE NES NN 
J tang x.dx = fe dx — —L,cos x + Ct; 


* T fi 
COS x” ; 
f'eotang Ldr = FRE de = sin x + Ce. 4 
sin : 


e/ 


Les deux derniers résultent de ce que ces deux intégrales 
sont de la forme 


£ du 
À — —=Lu+ Ce, 
u 
} tnt : 
: | (#8 orer LL 
* car ur Lun POLE 
d cos æ = —sin x,.dx;. L'OURX Âxe 


À 
LL 
te 


et 
d sin x = cos x.dx. 
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Tableau des intégrales indéfinies les plus simples 


d : anti ; 
AN dx = ——— (m = — I 
k m+I ( 


1 


fs Tax 
fees x dx 


Jia x dx = — L cos x; 


footing LOC LA BUI, 


_ 


fed= Fe 


{ a? 
fe 5 À ms PA 
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226*. Fonctions primitives de a’, e*. — Des formules 
(n° 82) 


de = e" dx, ad arDaide, 


on déduit immédiatement 


fer ez + Cf; 


a” 
v4 —— te 
fe de Te + Cte. 


S 3. — QUELQUES MÉTHODES D'INTÉGRATION. 


227*. Il n'existe pas de règles générales pour calculer les 
intégrales indéfinies, comme pour le calcul des dérivées. On ne 
possède que des procédés particuliers permettant, dans cer- 
tains cas, de trouver des intégrales indéfinies. 

Les deux procédés les plus connus sont : l'intégration par 
parties et le changement de variables que nous allons indiquer 
sommairement. Ée 


228". Intégration par parties. — u et v désignant deux 
fonctions de la même variable x, on a, comme on sait, 


Î 


d'(uv) = udv + vdu, 


d’où on tire : 


v.du = d (uv) — u.dv. 


Prenons les intégrales indéfinies des deux membres et remar- ‘ 


quons que l'intégrale indéfinie de d(uv) est évidemment wv. On 
a, alors, la formule fondamentale 


(1) fr. du = uv — fur, 


qui sert à faire ce qu’on appelle l'intégration par parties. Cette 
formule ramène le calcul de l'intégrale | o.du à celui de l'inté- 


orale | u.dv. Or, il peut se faire que l’on ne connaisse pas la 
O , P 
première directement mais qu'on connaisse la seconde. 
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Pour appliquer cette méthode on cherche donc à à mettre Te 
différentielle à intégrer sous la forme e.du et on applique k° 
formule (1). 

Ceci deviendra plus clair sur les exemples que nous allons 
traiter : 


229*. Exemple I. — Trouver la fonction primitive de Lr.— 
Il s’agit de trouver l'intégrale indéfinie 


fra.dr 
fe du, 


Hs id UPS 


elle a la forme 


à condition de poser : 


Appliquons alors la RE (1) (n° 228*) en y faisant 6 = Lx, 
UT, il vient : 


fredr = x, li — fade 


dx : 


dire 


on a donc : 


J LEE AT Em D VE 2 = x. de — x.Lx — féx. 


Ceci donne enfin : 


fur. dx = x.Læx—x+cCt, 


La ocraga 


239*. Exemple II. — Calculer l'intégrale indéfinie : 


Posons à 
Var ans ?= 4 


P: RES ET UT TS. 7” «t 


a 1% Le Conf “LÉ 2 tit 
, 


er 


D a mo l'été ter à à 


l'intégrale a la forme fear et la Monle (1) (n° 228*) donne : 


ta) ji ETC Ref 


 datdl dt Li né us tnt es a dé 
TE 
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ler = à Va Fa — fard (Va? + à) 


OF, 
xdæx 


dV x° = 
ie Vita 


on à, par suite, 


L' Merle qui figure dans le second membre FE s écrire 


ainsi : FATER a LEA D'OR NE OS 
LA Î CRT fe [mena LA À ES \ X Lu 134 M pme “qi } AN A Le LES à AA 
NX LA Vrtsx - d Ye pr À } \ à R 
. x?dx AP li 7 pepe EE adx Ve 
er JV RE À 
= VE + adx — a. L :+Vr rs | Fe 


L'égalité (2) devient, alors, 


[Ve+c es 


Æ Verre [vs a. dx + eleve re |. 


ou, en faisant passer les deux InHArAIRs dans le premién 
membre, 


NE ur, + a + eL(e+VR rs). 
On en tire, finalement, 


[Vera dx = + æ: Ve +a+ = Lfx+vr ss :| 


281. Exemple III. — Calculer l'intégrale indéfinie " 


fe cos x.dx. 
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Nous remarquerons que cos æ dx est la différentielle 
sin æ. On peut donc écrire 


2] 
É cos xX.dx = l x.d sin = fr du 


ee e/ 


F À 


en posant 
PR U CU = \SInRE 


En appliquant la formule (1) (n° 228°), on a, alors, 


al 


L 
| TX. COS X.dx = x. sin Æ — [sin LT. AT, 


L] 
Jz cos x.dx = x. sin x + cos æ + Cie. 


232*. Changement de variables. — La méthode d'inté- 
gration par changement de variables repose sur le fait, 
démontré au n° 50*, que la différentielle première d'une fonc- 
tion a la même forme, que la variable dont elle dépend direc- 
tement soit indépendante ou non. | 

Soit /{(x)dx une différentielle et F(x) l'intégrale indéfinie. 
On aura | 


EE) ER dr (1) 


Supposons que, dans cette égalité on remplace x par une 
fonction d’une nouvelle variable y. En vertu du théorème rap- 
pelé l'égalité subsiste ; F(xr) devient une fonction de y dont la 
différentielle est encore /{x)dæ. Si, par exemple, on pose 


x— (y), ona de — (y) dr, 
(y) étant la dérivée de o(y), on aura: 
dF [o (»] = fle ()]. o' (n). dr. 


Si on sait trouver la fonction primitive de /[e{(y)] #/(y) on 
saura trouver Flo(y)] et, en faisant dans cette fonction le chan- 
gement de variable inverse, c'est-à-dire en RP y en 
ni de æ on aura F(x). 

Le changement de variable ramène donc le calcul d’une inté- 
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\ 
grale indéfinie à celle d’une autre et on conçoit qu’un choix 
habile du changement puisse simplifier souvent la question, ee 
- En voici des exemples. 


» 933*. Exemple I. — Soit à calculer l'intégrale indéfinie 
| =f dx 
y x? + px + q 


Nous transformons légèrement la quantité sous le radical en 
vertu de l'identité connue : 


HP (e+ LE GE 


So tt » ARE RE 
# La 


Posons 


nous aurons 


et 


Nous retrouvons une intégrale connue (n° 224*) et il vient : 


= L [+15 pv | | | 


Pour avoir l'intégrale cherchée, il nous suffit de remplacer 


DR LE 


hérité ra té déie. éé | n 


y par sa valeur x + _ et nous avons : 


at D Fri |. 
rer + px +4 [=+2+v nant 
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234. On traiterait de la même façon l'intégrale 3 


On l’écrira : 


En posant : 


et, par suite : 


C’est une intégrale de la forme connue (n° 224") 


L 


Où 4? — q + £ On a done : 


I = arc sin 


et, par suite, 


dx 
VER 


—= arc sin 


235*. Fonctions des lignes trigonométriques. — Dans 
le cas où il s'agit de trouver la fonction primitive d’une 
fonction de sinx, cos x, tang x, cotang «+, 1l y a-un chan- 
gement de variable classique qui permet souvent de résoudre 
la question. | 
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On démontre, en trigonométrie, les formules suivantes : 


\ 
\ 


| | Has Æ 
& CRE DALQUREEE— | 
| : ER PUY | 
SIN ne 
1 + tang? — 
2 tang? À 


ae, ; Ÿ f 
e 


- 1 — tang? — 


Le changement de variable en question consiste à poser 


AE sb 
: tang nel 
d'où | 
s X — 2. arc tang 7, 
24 
1+7 
‘104080 On a, alors, en vertu des formules (1), 
ar fan 72 2 
SD LE COS D ET, CAR D 
T SU 1 fs I pe y 


On obtient une nouvelle intégrale d’une différentielle en y qui 


née contient plus de lignes trigonométriques: 

4 236. Exemple II. — Calculer l'intégrale indéfinie : 
+ ; dx 
} re cd 
EE. H'CSITE 
F r ÿ 
l Faisons le changement de variable indiqué plus haut. 
L. _ Posons : | 
à | … to PR Ne des: 2.are tang Y; 
ÿ | | >dÿ 2ÿ 

à dx = ———, SIN L = ——. 

Del sr 


\ Auuuté one Tue VE Où 


- 
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nous avons 


[ az == ni = Ly + Cte, 


sin x +4 


x | .. DA > 
Revenons à la variable x, en remplaçant y par tang — et 
: 2 2 


}l Ga — L (uns À) + Ci, 
sin x 2 


N 4. — INTÉGRALES DÉFINIES. AIRES PLANES. 


nous avons : 


231. Définition de l'intégrale définie, — Etant 
donnée une fonction primitive F(x), d'une fonction f(x) 
finie et continue, on appelle iatégrale définie de fix)dx 
prise de a à b, la différence F(b) — F(a). 

Cette intégrale définie se représente par le sym- 


b 
bole f fc. qui se lit: somme de a à b de f{x)dx. 


On a donc, par définition, 
b 
f F@)dx=F (6) —F (a). 


En d’autres termes : 


L'intégrale définie | f(x)dx est l'accroissement de 
l’une des fonctions primitives de f(x) lorsque x varie 
de a à b. se 

Il ne faut pas oublier que la fonction /{x) doit 
rester finie dans l'intervalle (a, b). 

Calculer une intégrale définie, c’est ce qu’on appelle 
quelquefois faire une quadrature. | 

238. — Comme une fonction /{x) a plusieurs fone- 
tions primitives, il faut, pour légitimer la définition 


V. perte 
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qui précède, montrer que la ARE d'une intégrale 
définie est la même, quelle que soit la fonction primi- 
tive choisie pour la calculer. | 

Soient donc, F{x) et F{x), deux fonctions primi- 
tives de la mème fonction fx); on a, comme on sait 


Hey ALE 


F, (x) —F (x)+C, 


C étant une constante. Donnons, dans cette égalité, 
à æ, successivement les valeurs & et b. Nous avons : 


F,(a)=F{(a)+cC, 
F,(b)=F (0) + C 


et, en retranchant membre à membre, 
F,(b)—F,(a)=F(b) —F(a). 


ce qui montre que l'accroissement de F(x) est égal à 
celui de F(x). 
La valeur de [fe fx) )dx qui est, par déhitions égale 


à cet accroissement est donc bien la même qu'on la 
calcule avec F,(x) ou avec F(r). 


239. — Pour indiquer l'accroissement de la fonc- 
üon F{x) quand x varie de «a à b, on emploie souvent la 
b 


notation ibrégée[ (a ] . Ainsi,ona 


—#F (6) — F(a) 


Avec cette manière d'écrire, nous écrirons donc : 


j A dx =] F eo |. 
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Exembies. — Soit à calcüler : 


À le —+ 1) dx. 
0 


Nous caleulons d'abord l'intégrale indéfinie, On a 


et alors 


Soit à calculer : 


et alors 


LR à 


Calculer l'intégrale : 


ne 
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LR Safe | 
154 intégrale indéfinie és OI a donc : 


“TC ae. 


240 Théoreme; — Une intégrale définie change de 
signe quand on permute les limites. 
Démontrons que l'on a 


I 


a 


Ab 


1h ACTES 


En effet, on a par définition (n° 237) 


nos F (6) —F (a) (2) 


f(a)dx =F (a) F(b): Au 
Changeant les signes de l'égalité (3), on a 
— [ Ft) de F (0) —F (a). (4) 


Mais les seconds membres de (2)et (4) étant égaux, 


les premiers membres le sont et la relation (1) est 


démontrée. 
241. Théorème. — On a la relation 
Dre frade=f fade: (d 
En effet, on a par définition (n° 231) 


or Fo) de = (0 —F («) @) 
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PAes F()—E (e). 


Ajoutant les relations (2) et (3), on a 


fr (x) dx + k U (x) dx=F (b)—F (a) 


et par suite 


nr / (x) dx + 4 4 (x) dx = [ ’. CL dE 


ce qui démontre la relation (1). 


242. Théorème, — La dérivée de l'intégrale définie 


l— 11 Fr). 


considérée comme Is de la limile supér ieure 52 


est f(x). 


Soit, en effet, F{x), une fonction primitive de f(x), 
on a, par définition, | 


I=F(x) —F (a). 
Prenons les dérivées, on a alors, 


D rx) = fu). 


car la dérivée de F(x) est f(x) etcelle de F (a) est nulle. 


243. notre — La différentielle de liner ale 
définie 


ps) taar 


2e 


2 
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considérée comme fonction de sa limite supérieure x est 


f(x)dx. 


_ 244. Évaluation des aires planes. — Considérons 
une courbe ayant pour équation y —f (x) (lig. 51) et 
proposons-nous d'évaluer la somme S des aires 
ombrées en les prenant positives si elles sont situées 
au-dessus de Ox et négatives si elles sont situées 
au-dessous de Ox. 

On sait que si on prend un point M sur la courbe, 
d’abscisse x, l'aire comprise entre l’ordonnée A A’ 
et l’ordonnée du point M est une fonction primitive 
Bride f(x) (n°208). 

Considérons une fonction primitive quelconque de 
Hécisoite (x), 

Les deux fonctions F (x) et z (x) étant les primitives 
d’une même fonction f (x) ne diffèrent que par une 
constante (n° 210) et on a : 


F(x)==9 (x) + C. (r) 


Dans cette relation Cest une constante qu'il faut 
calculer : | 
Or, pour x— a on a F (a) —0, car l'aire comprise 


entre À A’ et MM'est évidemment nulle quand x— a 
c'est-à-dire quand MM coïncide avec À A’. 
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La relation (1) donne alors, pour x — 4, 
o—{a) +C 
et de là on tire la valeur de C : 
C——% (a). 
Cette valeur portée dans l'égalité (r) donne 
F (x) 9 (x) — ? (a). 
Nous avons ainsi la somme F (x) des aires com- 
prises entre À À’ et MM’. 
En particulier, si nous voulons calculer la somme 
S des aires comprises entre A A’, d'abscisse &, et 
BB! d'abscisse b, il nous suflit de faire coïncider 


MM’ avec BB’ c'est-à-dire de faire x—b ; on en 
conclut : 


On a donc 


ab 
Ce quinous prouve que : l'intégrale définie [ FOLIE 
C7: i 


représente la somme des aires comprises entre la 
courbe | | 


y —=f(x 


l'axe Ox et les ordonnées des points de la courbe 
 d'abscisses a et b. 


245. Exempze I. — Etant donnée la courbe (fig. 52) 


FT 32 


L2 
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deux points sur la courbe, À de coordonnées 1,1 et B de coor- 


La I , . À 
données 3, ne trouver l'aire de la surface AA'BB". 


Re” LS Es 


NÉ dé -aéi né ln Ses Soil à 


On a, en appliquant la formule précédente, 


le Hi A I a : 
: he RS ; % |! 3 Me: . : 


246. Exeurce If. — Etant donnée la courbe (fig. 53) 
PSE dt 
(parabole cubique n° 188) un point A sur la courbe de coordonnées 


A(&.a) 


nm, Fig. 73. 
a, aÿ: trouver l'aire de’la surface OAA'. 
On a, en appliquant la formule, 


bi its tem. dde nu di lon thé de Ad és LS dé dr él. 
Fe | 5 
“ * & 
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247. Application. — Calcul de l'aire d'un trapèze 
mixtiligne limité par un arc de parabole. 

COPA un trapèze A A’BB/ (fig. 54) limité 
d’une part par les deux bases parallèles A A’ et B B, la 
perpendiculaire A’B' aux deux bases et l'arc de para- 
bole A B dont l’axe est parallèle à A A’. 

Nous donnons une figure double pour bien mon- 
trer que notre raisonnement s'applique aux deux cas 
où l'ouverture de la parabole est dirigée vers le haut 
ou vers le bas. 

Prenons (fig. 54) pour axe Or la droite A’B'et pour 
axe Oy la droite A A’. La parabole a une équation 
de la forme (n° 449) : 


y =ax + bx Sue n 


Désignons la hauteur A’B"du trapèze par L. Les 
ur e ce sont x, —0, ee celles de B 


L4 Ê / POP » { ae C pe 
sont : À 


Le pe 


RCE Via RER 


L'aire du trapèze est : 
AL bx? 


sh | h 
S — | (ax + bx + c) dx | -l- e +- ‘ , 


ou : 
See & RÉCENTS RE aie +30h+6c]. (1) 
Considérons L point C de la parabole d’abscisse - : 


c'est-à-dire celui dont le pied C’de l’ordonnée tombe 
au milieu de AB. Soit y, l'ordonnée de ce point 
qu'on appelle l'ordonnée moyenne, on a: 


_ al bl 
ep 


0 


PE MATOS UNE RE LU 
< - 4 + 208: PTT er 
1 » RTS F Rs ; ,, 


a 
r 
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7 


… Yo étant l'ordonnée de A, y, lordonnée de B, 7, 
GOACAIS GC TONA dONC MESSE" 


VE c, 
y, = ak + bh+ ce, 
47, = ah? + 20h + Ac. 


Ajoutons ces trois égalités ; il vient : 


Yo + Yi + AY = 2ah? + DUR ROC (2) 
Ce 


Fig. 74. 


En tenant compte de l'égalité (2), l’égalité(r) s'écrit 
410 


\ | j | 
L S = (y, + y + dy). 


| . Y et y, sont ce qu'on peut appeler les deux bases 

“à du trapèze ; y, peut se nommer la base moyenne. 

.. Cette formule exprime alors que : | 

La surface du trapèze mixtiligne ayant un côté 
parabolique est égale au sixième du produit de la hau- 
teur par la somme des deux bases augmentée du 
quadruple de la base moyenne. 


248. — La règle précédente s'applique encore à un 
trapèze tel que celui de la figure 55 formé par deux 
bases parallèles rectilignes AB et A’B' et deux arcs 


/ 


BourLeT, Cours de math. T4, 
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de paraboles A A’ et BB’ dont les axes sont à para 
lèles aux bases. 
-  Menons, en ‘effet, une berpendiculaire commune 
C C' aux deux bases qui partage le trapèze en deux 
trapèzes de la forme précédente. On a donc : 


S— rap. AA'C/C Ltrap. BB'C'C. 


Or, d’après ce que nous venons de voir, 


trap. AA'C'G = [AC A'C'+ 4DE), 


trap. BB'C/C — Fe [BC + B'C'+4EF], 


$ 


hk étant la hauteur et DEF la base moyenne. Ajou- 
tons ces deux égalités et il vient : 


/ | | 
Se - [(AG + BC) +(A'C'+ B'C/) + 4 (DE + EF). 


_ Désignons par à, b', $ les deux bases et la base 
moyenne. On a : | 
| ACHBC—AB—D, AC +BC—ABE= p, 
DE + EF — DÉ — 6, 
et, par suite, 


(BH 48) 
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Cette formule est identique à la formule de Sarrus 


qui donne le volume du tas de sable. 


249. Nouvelle definition de l’intégrale definie. — 
Considérons une intégrale définie 


b 
S = f fur ie 
nous savons (n° 244) que, si on trace la courbe (fig. 76) 
qui a pour équation 
y=f (x), 


l'intégrale S est égale à l'aire du trapèze mixtiligne 
A A'B'B compris entre la courbe, l’axe Ox et les 
ordonnées A A’ et BB' des points d’abscisses «a et 0. 

Partageons le segment de droite A'B’en un certain 


LEA» 


nombre de parties par des points intermédiaires 
PPT ON fo 70) d'abscissest;r dr nel 
par ces points menons les parallèles MM", M, M, 
… M, M!, à l'axe Oy limitées à la courbe. 

Menons enfin, par A,M,,M,,... M,, des parallèles 
Au, Mu, M, u,...M,u,à Ox. Nous formons ainsi des 
Pactansies en AM «MM M ue MOMEM ne 2 
M,M',B'u, inscrits dans le trapèze mixüligne. 


LES 
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Il est clair que si l’on fait croître indéfiniment le 
nombre des points M',M",,... M',, de facon que les 
aires de tous les rectangles tendent vers zéro, la 
limite de la somme des aires de ces rectangles sera 
la surface S du trapèze mixtiligne. 

Évaluons les aires de ces rectangles. On a : 


Surf. AAM,a—f{a)(x, — a), 


car la hauteur est l’'ordonnée A A'—f (a) et la base 
AM, —OM,—OÀ'=—x,— a. | 
De même, 
Surf. MMM, —=f (x,) (x, — «), 
Surf. MMM = /f (2) (xs — 2%), 
etc. | 
Surf MM, Du, —/(%,) (0=="7x,)} 
La somme des aires de tous les rectangles est donc” 


S'— fa) (x, —a)+f{a) (x, —x)+ + f(x) (b— à). 


L,— 4, X,—X,, …b—x, Sont les accroissements 
de la variable x quand on passe successivement de 
À en M, de M, en M,,retc... de Men BDésignons 
ces accroissements, comme d'ordinaire, par Aa, Ax,, 
AT, ét I0NIDEUTÉCHTERES | 


S'—f () Aa + fe) Aa, +-f (a) Aæ, + … + f(r,) A, 


ou encore, en abrégé, 


b 
b «a 


Le symbole » f (x) Ax veut donc dire qu'on fait 


a 
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croître la variable x de a à b en lui donnant des 
accroissements successifs Ax et qu'on fait la somme 
des produits des valeurs de la fonction f (x) pour les 
diverses valeurs de x de a à b par les accroissements 
correspondants de x. 

Or, comme nous l'avons remarqué, lorsque le 
nombre p des points intermédiaires augmente indé- 
finiment, la somme S’ des aires des rectangles a 
pour limite l'aire S du trapèze curviligne ; on a donc: 


4 | Halde Pi " Lo). sr | 


Ceci nous conduit donc à la nouvelle définition 
que voici de l'intégrale définie : 

Etant donnée une fonction fix) finite et continue 
pour les valeurs de x comprises entre « et b, on donne 
NCA partir dead dés accToissements SUCCeSSIUS 
jusqu'a atteindre la valeur b. On considère la somme 


D f(x) Ax —=f{a) Aa + f(x,)Ax, + f(x,) At, +. 
| + fr) Ar, 


obtenue en multipliant les valeurs successives de la 
fonction par les accroissements correspondants de x. 


L'intégrale définie il f (t)dxiesth lanlimiter del cette 
(«A 
somme lorsque, tous les accroissements Ax tendant 
vers zéro, leur nombre augmente indéfiniment. 


na} 2 


250. Remarque. — La notation | f(x) dx inven- 


tée par Leibnitz a précisément pour but de rappeler 
cette propriété des intégrales définies. Le signe f 
rappelle le signe È et dx rappelle Ax. 


À dd : 1e { à + A J JE 24 Xe - 
sh © Am: à : ë . LE lave SV : tar A RAR ANR 
Reno anne, 5 NT LE ag SSSR En SN ES 
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On donne le nom de quantité infiniment petite ou 
d'infiniment petit à toute quantité variable qui tend 
vers zéro. Les produits f(x) Ax sont des infiniment 
petits, puisqu'ils tendent tous vers zéro quand les 
accroissements Ax tendent vers zéro. 

On voit alors qu'une intégrale est la limite d’une 
somme d'infiniment petits dont le nombre devient 
infiniment grand. | 


S D. — REGTIFIGATION D'UNE COURBE PLANE 


251. Définition, — Etant donné (fig. 75) un arc AB 
d’une courbe plane, inscrivons dans cet arc une ligne 


Fig. 97. 


brisée AM,M,M....B en joignant les points A,M,M....B 
de l'arc dans l’ordre de rencontre en allant de A 
en B. 

Lorsque le nombre des points intermédiaires M,, 
M,, M,,... croit indéfiniment, de facon que chacun 
des côtés de la ligne brisée tende vers zéro, la lon- 
gueur de cette ligne a une limite qu'on appelle, par 
définition, la longueur de l'arc AB. 


252. Galcul de la longueur d’un arc de courbe, — 
Soit AB (fig. 58) un arc de courbe rapporté à deux 
axes rectangulaires Ox et Oy. | 

Inscrivons dans cet arc une ligne brisée et soit 
MN un des côtés de cette ligne brisée. Si on désigne 
par æ, y les coordonnées de M et par x + Ax, y +Ay, 


AD 4 
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celles de N, la longueur de la corde MN (distance de 
deux points n° 443) est 


corde MN—4/Ax? + Ay° — [/: +2) | AX . 


La longueur L de la ligne brisée est la somme des 
longueurs des côtés, tels que MN; on a donc: 


ADR pi eee 
SV 


Considérons, d'autre part, la somme P suivante : 


\ à 


Da CA 


\ y 


DNS 


y! désignant la dérivée de y par rapport à x et a etb 
les abscisses des deux points fixes A et B. "54 
Nous allons prouver que la limite de L est égale à 12 
la limite de P quand les Ar tendent tous vers zéro. 
Considérons à cet effet, le rapport 
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, Ay Ch VE ! 3 
Quand Ax tend vers zéro FX à pour limite y’ et, 


. par suite, & tend vers 1. Si nous considérons alors le 


rapport 
—— ) .A. 
LD: +( Ax + (1) 


DE Huy CuT 


— il a pour numérateur la somme des numérateurs, et 
sgune dénominateur la somme des dénominateurs des 
- fractions telles que «. 

+ D'après une propriété, connue en tnt 
cette fraction & est donc comprise entre la plus 
crande et la plus petite des fractions 4% Or, lorsque 
tous les Ax tendent vers zéro, chacune des fractions & 
“tend vers x; altèn résulte que 5, qui est compris 
ÊT entre deux d’entre elles, a aussi pou limite 1. 

Ceci posé, l'égalité (1) donne 4e. 4 À réa 


8, y n A- {r 


b 
Pare 8. Ni y. Ax 


Comme nous venons de le démontrer, $ a pour 
limite 1 ; d’ nue LE d’ PARU ce que nous avons dit 


ur PR DELA da, Ge a EN 
au n° 249, D'Ers Ty? PA a pour Pons l'intégrale 


définie [V3 + y° dx. Il en résulte que, lorsque tous 


les cotés de la ligne brisée tendent vers zéro, la lon- 
geur L de cette Da one a une limtle qui est : 


b ——————— 
lim = f Vi Ty dx. 


RE CTIFICATION D'UNE COURBE PLANE 


Si nous désignons donc par s la longueur de l’arc de 
courbe AB, on a la formule : 


4 


Là RE us 
- \ —_—_—. 12 ; 
D: “a s =f V1 + y dx 


+ _ Pour appliquer cette formule, on calculera la déri- 
nn: 

_ vée y! de l’ordonnée de la courbe par rapport à l’abs- 
1 cisse ; on formera (/1 + y”, on calculera la fonction 


primitive deV/1 +y*etl intégrale définie [V1 7% 1+y "dx 


en prenant l’accroissement de «a à b de cette fonc- 
tion primitive. 


253. Différentielle d’un arc de courbe. — Soit s 
l'arc de courbe AM {fig. 78), depuis le point À fixe 
d'abscisse & jusqu'au point M variable d’'abscisse +, 

On a, d’après ce qui précède 


et s est une fonction de x. La différentielle de cette 
fonction est (n° 243) 


ds =V1+ y". dx 


nn AS, FRS ya), 


\ 


Cette formuls, facile à retenir, exprime que l'arc 
infiniment petit est égal à la corde infiniment petite 
n: qui la sous-tend. 


ou 


DE: 254. Exempze, — Soit la courbe donnée par l'équation 


97° su AX?, : 
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ss peut écrire l'équation sous la forme : 


Prenons la dérivée’ 


MESz P=VrFx 


L'intégrale indéfinie este 
[vi dr [Vi Fzdz=— Via); 4 
gr 


il suffit de le vérifier. 
Si nous voulons avoir l'arc de la courbe EE le point O jus- 
qu'au point d’abscisse x — 1, nous aurons 


1 Vi +. ja Vo | 


Si — 5 —— pos == 1). 
255. Rectification d’un arc Me A ie — Considé- 
rons une parabole (fig. 59) rapportée à sa tangente au sommet 
et à son axe. Son équation est (n° 447) 


Fe LV, 


16 VTT yE dx — 5 [Ver dx. 


L’ intégrale IE: + p? mg est de la forme CET La 7e OÙ 


MNT, à 
. Us 
* 


5 200 


RECTIFICATION D'UNE COURBE PLANE 


a— p. Cet exemple a été traité au n° 230, et on a, d'après 
cela; - .: ER SNCNTANE 


| Jr dx = : [+ rs E (x+VF +7) | 
Proposons-nous, par exemple, de calculer la longueur s de 


va 


Fipo; 


l'arc OM compris entre le sommet O de la parabole et un 
point M d'abscisse :. Nous aurons : 


fever er Lever 


_ ce qui donne : 


CHAPITRE VI 


NOTIONS DE GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE 
A TROIS DIMENSIONS 


Je 1. — GÉNÉRALITÉS 
| 

256. Définitions des coordonnées. — Étant donné 
un trièdre trirectangle Oxyz (fig. 80), on considère 
les trois arêtes de ce trièdre comme trois axes, 
appelés axes de coordonnées, sur lesquels des sens 
positifs sont déterminés. 

Le sens positif sur Ox est celui de O vers MPULE 
sens positif sur Oy est de 0: vers y; le sens So ten 
sur Oz. est de O vers z 

Le point O est nel origine de coor Tonites et les 
plans des faces du trièdre sont les Pianss des coor- 
données. | 

Ceci posé, soit M (fig. 80) un point quelconque de 
l’espace et menons par M trois plans MaPm/, MmOQm', 
Mrn'Rm" respectivement perpendiculaires aux trois 
axes Or, Oy, Ozet qui les s coupent en P;'0;R21Les 
trois segments OP, 00, OR, ainsi EAN LE. sont, 
en grandeur et en signe, ce qu’on appelle 16e trois 
coordonnées du point M. | 

OP est ce qu'on appelle l'abscisse et se désigne 
ordinairement par la lettre x; OQ se nomme lor- 
donnée ou l'éloignement et se représente par la lettre 


1 SON OP OO AE PP NE 7: k 
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y; OR se nomme la cote et se représente par la 
lettre z. 

Tout point Mde l’espace a ainsi trois coordonnées, 
CRU NA 

Réciproquement, étant donnés trois nombres, +, : 


_ y, 3, il existe un point M et un seul dans l’espace 

qui a pour coordonnées ces trois nombres. Pour 
l'obtenir, on porte, sur Ox, OP— x; sur Oy, OQ US 
GUN USaONE=Sr Pa reléSe (ro pointse RE CERF 
mène trois plans respectivement perpendiculaires sur 
007;:07;cesrtrors HE se coupent en un point M 
et un seul. 

On peut remarquer que les trois plans qui projet- 
tent M forment, avec les trois plans de coordonnées. 
un paralléllépipède rectangle dont les trois dimen- 
sions sont les valeurs absolues des trois coordonnées. 

Les segments #M et OR sont égaux, parallèles et 
de même sens; on peut donc dire que la cote z est le 
seoment MM. De mème, les deux segments Pr et 
OQ sont égaux, parallèles et de mème sens ; on peut 

dire aussi que le segment Pre est Re ou l'éloi- 
gnement 7. 


\ à ML 
Silenlat is DES MR LORS Ji ER X 


À | ee 7 par. ig É 2X RIT 
4 if Be a Rte 
‘8 
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3 | 257. Analogie avec la Géométrie descriptive. 
4 — Au fond; il est aisé de se rendre compte qu’on 
50 définit la position d’un point dans l’espace en géo- 


métrie analytique de la même facon qu'en géomé- 
trie descriptive. 


Admettons que le plan x0y soit hor izontal et pre- 
*à nons le plan x0z comme plan vertical de projection ; 
‘1 le plan y0z sera un plan de profil. La ligne de terre 
sera la ligne x'Ox et on peut admettre que l’origine des 
: coordonnées O est le milieu de la feuille de l’épure. 
+ Dans ces conditions, 2 est la projection horizontale 
de M; 727 est sa projection verticale ; m'est sa projec- 
tion sur le plan de profil. 

de Dans l’épure,le plan vertical xOz est rabattu, autour 
ne. de Ox, sur le plan horizontal x0y, et la droite Pm/ se 
place en prolongement de Pr pour former la ligne 


18 de rappel. 


“+ L'abscisse x est alors la distance de M au plan de 
4 profil y0z3, comptée positivement quand M est à droile 
‘à et négativement quand M est à gauche du BE de 
‘% Ponte ne 


L’ordonnée, ou l’éloignement y, est la distance de 

M au plan vertical x0z; elle est positive quand M est 

en avant, et négative quand M est en arrière du plan 
vertical. 


La cote z est la distance de M au plan horizontal 
x07y ; elle est positive quand M est au-dessus, et. 
négative quand M est au-dessous du plan horizon- 


“4 tal. 

54 258. REMARQUE 1. — Les coordonnées de l’origine 
71000 Sont : 

* LEO, EURE 0 


4 F de À a es SR 7 x S F w r ; 4 
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tint de 


Pour un point situé sur Ox, on a : y—0, z2—0; 
POUPUHEDOINL SU Sub Ton a: Zz— 0% 0; 
PotennipointsiueennOz, on a : T0, yr-0. 
Lorsqu'un point est situé dans l’un des trois plans 
de coordonnées, l’une de ses trois coordonnées est 
nulle. 
Pour tout point du plan horizontal xOy, la cote est 
MRUIIEN 20: 
Pour tout point du plan vertical xOz, l’éloignement 
BLEU LEO ; 
; __ Pourtout point du plan de profil yOz, l'abscisse est 
HAT Le 0" 


LA Le De 


259. REMARQUE II. — Les trois plans de coordonnées 
prolongés en tous sens, partagent l’espace en huit 
parties. Les signes des trois coordonnées d’un point 
_ suffisent pour fixer dans lequel des huit trièdres se 
| trouve le point. | 
Voici le tableau de ces signes : 


TRIÈDRE 


à 
to 
a 


è 
+TI+HT + 
LI++I ++ 
[ILI++++ 


Dans la figure 80, le point M est dans le trièdre 
Oxyz; ses trois Coordonnées sont positives. Le point 
M’ a un éloignement positif, mais une cote et une 
abscisse négatives; il est dans le trièdre Ox'yz". 


ie ou & ù er: 4 4 nn PH i Le à £ Due dé 
2 4 à Te FPT SU UNE JR 
… s , D "4 1? 
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260. Equation d’une surface. — Considérons une 


surface S (fig. 8r) et un trièdre d’axes de coordonnées 
Oxyz.Soit 72 un point du plan horizontal x07y.Menons 
par m» une parallèle à Oz qui coupe la surface S au 
point M de coordonnées #, y, 3. N 
Remarquons d’abord que si on considère le point 
dans le plan horizontal, il a précisément pour coor- 
données dans ce plan, par rapport aux axes Or et Oy, 
l’abscisse x et l’ordonnée y du point M. Se donner le 
point 7», c'est donc se donner arbitrairement x et y. 
Cela étant, mesurons le segment z2M qui est la 


y 
mA{X,Y) 


y Fig. 8r. 


cote z de M et recommencons cette opération en 


faisant varier, de toutes les manières possibles, la 


position de 7» dans le plan x0y. A chaque position de 


m, c'est-à-dire à chaque couple de valeurs de x et y, 


correspond un point M de la surface S et, par suite, 
une valeur des. | | | 

En d’autres termes, quand on se donne Les coor- 
données x et y d’un point M de la surface, la cote z 
est bien déterminée. Il doit donc exister, entre les 
coordonnées x, y, : d'un point quelconque de la 
surface, une relation qui permet de calculer z quand 
on connaît æ et 7. ; ep ; 
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Cette relation est ce qu'on appelle l'équation de la 
surface. 


En résumé : 

L'équation d'une surface est une relation qui est 
vérifiée par les coordonnées de tout point de la sur- 
face. Cette équation permet de calculer l'une des coor- 
données d’un point de la surface connaissant les deux 
autres. 


261. Réciproquement, tous les points dont les coor- 
données vérifient une relation sont situés sur une 
certaine surface. 

En effet, cette relation fait correspondre à tout 
système de valeurs de x et y, une valeur de z. Si 
donc, on marque dans le plan xOy, le point » de 
coordonnées æ et y et si on prend sur la verticale Mr 
un point M de cote z, donnée par la relation, lorsque 
le point »m se déplacera dans le plan horizontal, le 
point M décrira une surface S. 

Les coordonnées de tout point de cette surface 
vérifient la relation en question qui sera, par suite, 
l'équation de cette surface, 


262. Equations d’une ligne. — Dans l’espace, une 
ligne L est l'intersection de deux surfaces S et S’. 

Un point quelconque de la ligne est donc situé, & la 
fois, sur les deux surfaces S et S’; les coordonnées 
de ce point vérifient donc, à la fois, les équations 
des deux surfaces. 

Réciproquément, tout pointdontlescoordonnées vé: 
rifient à la fois les équations des deux surfacesSet S, 
est situé à la fois sur ces deux surfaces, et par suite, 
sur leur intersection qui est la ligne L. 


BourLeT. Cours de math, 15 


EN RIT US A UA PEN: 
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Les coordonnées de tout point d’une ligne vérifient: 
donc deux relations qu'on appelle les équations de la 
ligne. 


_ 263". Cosinus directeurs d’une direction. — Soit OD 
une demi-droite issue de l’origine O des coordonnées (fig. 82). 


- Pour définir la position de cette demi-droite, il suffit de se 
donner les trois angles «&, 6, y qu'elle fait avec les directions 
positives Ox, Oy, Oz des axes. | 

Au lieu de se donner &, £, y, il est souvent plus commode de 
se donner les cosinus de ces angles : cos &, cos $, cosy, qu'on 
appelle cosinus directeurs de la direction. 


SN ES | à 


264. Théorème. — La somme des carrés des cosinus direc- 
_teurs d’une direction est égale à 1. 

Prenons, en effet, sur la droite OD un point A tel que 
OA — 1. Figurons le parallélépipède rectangle dont les trois 
dimensions sont les coordonnées de A (fig. 82). Ces trois 
coordonnées OP, OQ et OR ne sont autre chose que les pro- 
jections du segment OA sur Ox, Oyet Oz. On a donc (n° 4143). 


Ie ALES | 
OPHOAGOS TO) = coc cos 


Sr A k x de j 4 1 % 
7? er té “ RUN ps PVO \ 
| hdi re 4 se  hA A 4 
À à 
j LE PLAN AE 227 
4 Han) L 
À Or, dans un parallélépipède rectangle, la somme des 
\ RE I Un 
| carrés des trois dimensions est égale au carré de Ja TES te 
{ male. On a, par suite, 
| O° + O ca +OR° — GR 
F | | 
: et, enfin, À , | 
"J 2 2 2 PERLE A + # 
cos? à + cos Her COR DNEALT Q "= RP 
(O1 Le e VF « 
É + ÿ AE e, 
É SUN AE, PLAN US ol 


265. Plans parallèles aux plans de coordonnées. 
— Considérons un plan H (fig. 83) parallèle au plan 


| Fig. 85. 


xOy1llcoupe O7 en A: Ilrest clair que tous les 
points M de ce plan ont même cote, car ils sont à la 
méme distance du plan x07y et cette cote est égale 


| à OA—a. 
> _ ! Pour qu’un point M soit dans le plan H il faut et 
il suffit que l’on ait 


; . ; ù ; Z —— [42 LL 


c'est tr équation + plan H. 
De même un plan de front, parallèle a au Vlan xOz 


heat : dl ne he aticéide I © 45 de 
RS in PS Led ME tes) RSS SEE ER ée PS Ca 
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a une équation de la forme 
Y — a, 


car tous ses points ont même éloignement. 
Enfin, un plan de profil, parallèle au plan y0Oz à 


une équation de la forme 
&, 
car tous ses points ont même abscisse. 
266. Plans perpendiculaires aux plans de coor- 
données, — L'équation d'un plan perpendiculaire à 


un plan de coordonnées est identique à celle de sa 
trace sur ce plan. 


Considérons par exemple un plan vertical P (fig. Ti 


Fig..84. 


(perpendiculaire au plan horizontal x0y) qui coupe 
le plan xOy suivant la droite À B. Pour qu'un point 
M soit situé dans le plan P il faut et il suflit que sa 
projection horizontale rm soit située sur sa trace 
horizontale AB. Or, si les coordonnées de M sont. 
x, Y, 3, celles de m sont x, y. ge 


= 
_ 


j 7, Cie M: Ce, ee né de (À =). 
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L'équation de [a droite A B dans le plan x07 (n° 132) 
est de la forme : 


ax + by + c—0o (1) 
et pour que » soit sur AB (et par suite M dans le 
plan P) il faut et il suflit que x et y vérifient l’équa- 
tion (1) qui, par suite, est l’équation du plan P. 

On prouverait de la même facon que l’équation 


d'un plan de bout, perpendiculaire au plan z0x, est 
de la forme : | | 


ax + bz+c—o; 


et l'équation d’un plan parallèle à la ligne de terre, 
perpendiculaire au plan yOz, est de la forme : 


ay + bz+c—0. 


267. Plan quelconque. — Soit Q (fig. 85) un plan 
quelconque. Abaissons de l'origine O une perpen- 


Fig. 85. 


_ diculaire OH sur le plan et désignons par o, 5 et y 


les angles qu’elle fait avec Or, Oy et Oz. 
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‘2604 RoSons OH: 

_ ; Cela étant, prenons un point quelconque M dans le ‘4 
‘4 plan Q, abaissons la perpendiculaire M » sur le plan | 
1 x0y et la perpendiculaire mPsur 0x: 

4 OP=x, Pm—y, mM—3 sont (n° 256) les trois . 


_ coordonnées du point M. 

+ Joignons MH, on voit que le le segment OI OH est Ee 
| résultante des segments OP, Pm, mMet MH. 
5e Si donc on projette sur un axe quelconque, on a, 
2 en vertu du théorème des projections (n°114), 


D proj. (OP)+ proj.(Pm) + proj.(mM)+ proj. (MH) 1 

E.  =proj. (OH). (1) * 

Projetons sur l'axe OH ; nous aurons : 4 

4 

proj. (OPF= OP TOME Ce 4 

proj: (Pm)= Preos(yOH)="#ycos8. | 

“Là 4 ë . Pres. PR ; 4 

148 pro] (nm) =micos OZ cos 

«2 : proj. MH —o, car MH est perpend.sur OH 4 

proj. (OH) = OH = p. à 

De. En portant dans (1) on a finalement : À . 

XCOS a+ Y. COS Ê Hs. COS Y — p —0. (2) 4 

| | Ÿ 

$ c'est l'équation du plan Q. Elle est de la forme À 

2 ax + by + cz + d= 0. 4 

nn | 268". Réciproquement, toute équation de la forme - NA 

: 44 | 1 

* A | ax + by + cz + d=o WT +4 
A - | ; représente un plan. 


HOMMES ENS DES LE PLAN 
à Pour le prouver, il suffit de prouver qu’on peut déterminer 
K, «, B, y, p de façon que l'on ait : | 


HRcoS ya, 


RECORD 
BECOSHEe— c; (4) | 
— Kp = d. 


car, si c'est possible, l'équation (3) s'écrit 
. | 
K cos x.x + K cos f.ÿ + K cos 7.3 — Kp —’0 
et, en divisant par K, on retrouve l'équation (2) qui est bien 
l'équation d’un plan. | 
Faisons la somme des carrés des trois premières équations 
(4) ; il vient : 


K? (cos?« à cos?$8 + cos?y) — a? + b? + c? 


4 | | 

1 or, comme nous l’avons vu (n° 264*), on a : 

É- cos? + cos?$ + cosy = 1 

Ÿ 

| : 

% et, par suite, ” 

- | Rte, 

1 ST NIET PM EELE 

à K étant connu, on a, alors, 

54 | (42 De b 

Fe: COS RE COS 

4 V&e+b+Ee Ve ++ 

2” C 

Ë COS : -(b} 

à eme 

: ne 
= | (6) 

4 £ Ver +Ee 

La détermination de K, x, 8, y, p est donc possible et, par 

3 _ suite, l'équation (3) représente bien un plan. 

; __ 269*. De plus, les formules (5) donnent les cosinus directeurs 

l de la perpendiculaire OH à ce plan. 


_ La formule (6) donne la distance p de l'origine à ce plan. 
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270. Résumé. — L'équation d'un plan est une 
équation du premier degré en x, y, z de la forme | 


ax + by + cz + d —o. 


Si l'équation ne contient que deux variables le 
plan est perpendiculaire à l’un qe trois plans de 
coordonnées : 


ax + by +d—o, plan vertical; | M 
) ax + cz + d—o, plan de bout; AA 
\ by + cz + d—o, planparal.a la ligne de terre. 


Si l'équation ne contient qu'une variable le plan 
est parallèle à un plan de coordonnées : 


D Or UUR ALES DEOILEE 
y —=0, ‘plan:de front; 


cé 


| À ii 


ln. 0 


dov!. 


ÉD IATIILOT AOL 


Si l'équation ne contient pas de terme constant 
(d— 0) le plan passe à l'origine. 


271. Problème. — Reconnaitre la position d'un 
plan donné par s n équation. 
Voici quelques exemples : 


\ % — 3 
D 


- : Ar. 
4 ci à. Le La * + j à." » a : 
CE he 0 HAS, NS tin a mi ÈR 


est l'équation d’un plan horizontal à la cote 3. 
T+Y—2—=0 


est l'équation d’un plan vertical dont la trace horizon- 
tale est la droite représentée par cette équation. 
Cette droite coupe Ox (fig. 84) au point A d'abscisse 
æ—2; elle coupe Oy au point B d’ordonnée y— 2. 


+ | 4 Fi É n . 7 s … - 
RP. Ve ORNE TT AL PT EE PURES 


LE PLAN 


LÉ YLZ — 4 — 


est celle d’un plan quelconque. Pour fixer la position 
de ce plan, cherchons les coordonnées des points où 
il coupe les trois axes. Au point À où il coupe Ox, 
on à y—0,z—0 et, par suite, en vertu de l'équation, 


HN Fee À —= 0 
Au-pointB où il coupe Oy-on a x —0, z—0 et, par 


suite, 
D QU OURN À: 


Enfin au point C où le plan coupe Ozona:x—o 
y —=0 et l'équation donne : 


0 PR QUES À. 


272*. Plans parallèles. — Soient: 


ax + by + cs + d =, 
a'x + L'y + cz + d'—o, 


_ les équations de deux plans. Pour qu'ils soient parallèles, il 
faut et il suffit que les perpendiculaires abaissées de l'origine 
surces deux plans coïncident et pour cela que ces deux per- 


_pendiculaires fassent les mêmes angles avec les axes. 
Or, si la perpendiculaire abaissée de O sur le premier plan 
fait avec les axes les angles x, £, y on a, comme nous l'avons 


vu (n° 267 et 268”) 


NP | a b 
COS & — , COS 


Mans over. 


C 


Ve TRE b? + Eh 


COS y — 


De même, /, @', y étant les angles que fait la perpendicu- 
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laire au second plan avec les axes, on a : 


Œ DUR nn b' 
COS EE — AC OS B RE, eee mr 
Var FPT + 0 Varie 


c! 


cos V— 


Pour que ces plans soient parallèles, il faut avoir 


CA; Et Pit e 


COS — C0S 4, N cos Bi cos Pl cos COPY 


ce qui donne 


a FE. | 
60 b' 
Va Et e Va pponc? 


€ C 


Vas + bi + Var TL REA 

On en conclut 
LRANSETES Var pi + ç2 
FRALaEre Va Eh + é 


Mais la dernière égalité est une conséquence des premières. 
Les conditions cherchées sont donc : 


En d'autres termes : 
> Pour que deux plans soient parallèles, il faut et rl suffit que les 
coefjicients de x, y et z soient proportionnels, dans leurs équa- 


tions. 


} 


273. Exempre. — Les deux plans dont les équations sont 


24 +yÿY—z+3—0. 
4x + 27 — 25 +1 —=o 


LA DROITE 
sont parallèles car on a bien : 


I re 


2 
Â NPA | 


274 Application.— L'équation du plan parallèle à un plan 
donné et Passant par l'origine s'obtient en supprimant dans 
l'équation de ce plan le terme constant. 


. En effet le plan z 
| ax + by + cz = 0 
est bien parallèle au plan 


ax +by+ces +d—=o 


et il passe à l’origine, car il est vérifié par les coordonnées 
Lou 0,2: —0o1de l'origine: 


$ 3.— LA DROITE RAM 


215. Equations d’une droite, — Une droite est 
l'intersection de deux plans. Si donc 


çax + by +cz +d—o, 


( a'x+ by + c'z+d'— 0, () 


sont les équations des deux plans, les coordonnées 
%,Y,3 d'un point quelconque de la droite vérifient 
ces deux équations. Inversement, tout point dont les 
coordonnées satisfont, simultanément, aux deux 
équations (1) est situé à la fois dans les deux plans 
et, par suite, sur la droite. | 

_ Les deux équations {1) sont donc les équations de 
la droite. 

_ Au lieu de prendre deux plans quelconques pour 
définir une droite il est, en général, plus simple de 
prendre deux des plans qui projettent la droite sur 
_les plans de coordonnées. 
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276. Droite quelconque. — On définira une droite 
quelconque par le ‘plan vertical qui la projette 
horizontalement et le plan de bout qui la projette 
verticalement. 

Les équations de la droite seront, alors, 


(y—=ax+b (plan vertical), 
(z —cx +-d (plan de bout). 
On peut remarquer que y = ax + b est aussi 


l'équation de la projection horizontale de la droite, et 
que z—cx+ d'est l'équation de sa projection verti- 


cale ; car nous avons vu (n°266) que l'équation d’un 


ie perpendiculaire à un plan de projection est 
identique à celle de sa trace sur ce plan. 


277. Droites paralleles aux plans de projection, 
— Lorsqu'une droite est parallèle à l’un des plans de 


projection, les deux plans qui la projettent sur les 
deux autres plans de projection sont confondus en 
un Seul. La droite est donc définie par ce plan et 
celui qui la projette sur le plan auquel elle est paral- 
lèle. ù 


2178. Droite horizontale. — Une droite horizontale 
est l'intersection d’un plan horizontal et d’un plan 
vertical. Les équations sont de la forme : 

(y—ax+b (plan vertical), 
Re (plan horizontal). 


2179. Droite de front. — Une droite de front est l'in- 
tersection d’un plan de front et d’un plan de bout ; 
elle a donc deux équations de la forme : 


(z— ax+b. (plan de bout), 
EUREENS (plan de front). 
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280. Droite de profil. — Une droite de profil est 
l'intersection d'un plan de profil et d’un plan paral- 
lèle à la ligne de terre Ox. Ses deux équations auront 
donc la forme : 


(y—az+b (plan parallèle a Ox), 
OT cu plan de profil). 


281. Droites parallèles aux axes. — Lorsqu'une 
droite est parallèle à un axe, elle est perpendiculaire 
à un plan de coordonnées ; tous les points de cette 
droite se projettent alors sur ce plan au mème point 
qui est la trace de Ia droite. 


282. Verticale. — Tout point M d’une verticale a 
même abscisse et même 
éloignement que son pied À 
(fig. 86) dans le plan xOy. 
Sitdonc. a, b;: sont les 
coordonnées du point A, 
on a pour tout point M de 
la droite : 


Li à. DEA 


ce sont les équations de la Fig. 86. 
‘droite. 

Ces deux équations représentent aussi deux plans 
l’un de profil, l’autre de front qui se coupent suivant 
la verticale, 


283. Droite de bout. — Tout point N (fig. 86) d’une 
droite de bout a même abscisse et même cote que le 
pied B de cette droite sur le plan x0z. Si donc c et d 
sont les coordonnées de B, on a, pour tout point de 


la droite, 


ce sont les équations de la droite. 


Ces deux équations sont aussi celles d' un plan de 


profil et d’un plan horizontal qui se coupent suivant 
la droite. | ; 


284. Droite parallèle a Ox. — Tout point P (fig. 86) 
d'une parallèle à Ox a mème éloignement et même 


cote que son pied C dans le plan yOz. Les équations 


de la droite sont donc 


y—e. 


qui représentent aussi un plan 1e: Front et un 1° plan 
horizontal. | 


285*. Problème.— fquation d'une droite passant par deux 


points. 
Soient À et B (fig. 87) deux points de coordonnées x, y, 4 


et >, Ya, 3. La droite AB sera définie par les équations de ses” 


deux projections horizontale et verticale. 


b' 
É Var X2) 


à B/. T2, V2, Xe) 


Fig. 87. 


_ Soient a et b les projections horizontales de A et B. Les 


coordonnées de a et à sont x1 y1 et x, y». Nous sommes rame- 


LME TR SO RIT ON Ps LEUR © 
PRE PE EE OT IP TAN PAP TE PE EN EIRE TE 


LA SPHERE ET LE CHARGES 


nés à un problème connu de géométrie à deux dimensions 
(n° 438): trouver l'équation de la droite ab qui passe par deux 
points. Cette équation est : 


Jar 
y, = 2 x — +). 
Herr} 2, — à, ) | (1) 
De même, les coordonnées des projections verticales a/ et br 
de A etB sont x, 3, et x: 2. L'’équation de la droite a’ b' dans | 
le plan :0r est donc: | | : LT 


É 5 — ae PA NE (2) 


PR se déduit de MU (1) en remplaçant la lettre y par la 
dlertrész. 

Les équations (2) et (1) sont les équations de la droite AB, 
on peut les réunir ensemble et les mettre sous la forme : 


RS TT, VÉTRANNR RE 54 À d 
TE VD nt UN ner ! 
- $ 4. — [LA SPHÈRE ET LE CERCLE 
__.286. Distance de deux points. — Soient (fig. 88) deux 

à points À de coordonnées +, y, z et B de coordonnées x/, y!, 7!, 
* = Pour calculer la distance d de ces deux points, projetons-les ‘# 
2 , 

2À FRA ET 2) 

Fr. ENT 
4 | B{x,y, x) 


C 


1 


be) 


d(x.7/ 


0 
1 
[ l 
1 
! 


- 


| TRES | Fig. 88. 


en a et b sur le plan horizontal e et menons la parallèle BC à ab 
qui coupe Aa en C. 


FN, PI 
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Dans F triangle rectangle ABC on a : 


où 


or, les coordonnées de a et b étant x, yet x! y! on a, d'après la 
formule de géométrie plane (n° 143) 


a = (x — x + (y — y. 


d? = AB’ — AC + BC — AC + a 


D'autre part, on a aussi : 


CA = A — dC—:— 7, 


on en conclut, en remplaçant ab? et CA par leurs valeurs 
dans (1), | pes 


® = (x — x) +( ADN 2), 


c’est la formule cherchée, 


Le carré de la distance de deux points est égal à la somme des 
carrés des accroissements des trois coordonnées quand on passe 
d’un point à l’autre. ne 


287. Équation d’une sphère. — Soit (fig. 89) une sphère ù _ 
de centre C de coordonnées a, b, c et de rayon R. 


Fig. 89. EL: 


Soit M un point de coordonnées x, y, 3. Pour que ce point 154 
M soit situé sur la sphère, il faut et il suffit que l’on ait 


CM° = R?. 


NEUR - à 


LA SPHÈRE ET LE CERCLE 4x 


rs 
CR 


\s or, d’après la formule qui donne la distance de deux points 
. (n°286*) | 
= ++ (ec); 


EU 


on a donc : , | 
œ — a} + (y — D + (3 — ? — Ro, (1) 4 


c'est l'équation de la sphère, car c’est la relation nécessaire et 


2 suffisante entre æ, y, z pour que M soit situé sur la sphère. 
__  288*. — Développons l'équation (2) ; elle s'écrit : 


2? H y? L 3? — 2ax — 2bÿ — 2c3 + à? + b? + € — R? — o. 


Boo Elle est de la forme : ‘ 
: \ 8 À LE 
E &? + y? + 3° — 2ax — 2bÿ — 2c3 + d — 0, 1% 
4 0 
_en posant 

a+ b+c—R'— d. 
Les ExemPpre, — L'équation 
” 4 
4 * 
_ représente une sphère qui passe par l’origine des coordonnées, car ss 
à son équation est vérifiée quand on fait 4 = 0, ÿ — 0,3: = 0. Si 
1% On a ici : CR 
10e a = — 92, — 92h —3,) oc —1 FR: 
Ce 2 2 2 CA TE 
5 a + b+c— R?—o; 
RER 
4% 


D onen tire : 


‘ 


PS: a =, b—=—1, c———, 

4 2 2 2 2 1 9 

RE. Re ++ —=r +ri + = ——-, 
: | 4 4 

© 

Fe | GE 

D : .R = —. 

} ; 2 


Les coordonnées du centre de la sphère sont donc 


t I 
FA ES a 
2 2 ? 


“48 1.3 
. et son rayon est égal à ae 
À { ‘ | { 


BourLer. Cours de math. 
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289* Cas particulier. — Dans le cas particulier où le 
centre de la sphère est l’origine des coordonnées, on a : 


QE RD ED C0 


et l'équation de la sphère est : 


AIRIS ER, 


290*. Équations d’un cercle. — Tout cercle peut être 
considéré comme étant l'intersection d'une sphère et d’un plan. 
Les coordonnées d’un point quelconque du cercle vérifient 
done, à la fois, l'équation de la sphère et l'équation du plan 
Ces deux équations sont de la forme : : 


Ça? + y? + 2? — 2ax — 2by — 2cz + d — o (sphère), 
( Ax + By + Cz + D — o (plan), | ANS RER re 


ce sont les équations d'un cercle. Car les coordonnées de tout 


(1) 


point qui est situé sur le cercle intersection de la sphère et 
du plan vérifient ces deux équations (1) et, réciproquement; 
tout point dont les coordonnées satisfont simultanément aux 
équations (1) est situé, à la fois, sur la sphère et le plan, donc 
sur le cercle, | 
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